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Introduction 



Un des principaux defis pour les physiciens theoriciens d'aujourd'hui est 
la description quantique de la gravitation. Toutes les autres interactions, 
electromagnetique, faible et forte sont decrites par le Modele Standard, base 
sur la theorie quantique des champs et qui est verifie experimentalement avec 
une tres bonne precision. La tentative de description de la gravitation par 
une theorie quantique des champs se solde par un echec, la theorie resultante 
etant perturbativement nonrenormalizable. 

La theorie des cordes est un des candidats actuels a la description quan- 
tique de la gravitation. Elle postule que les objets fondamentaux ne sont 
pas des particules ponctuelles comme dans la theorie des champs, mais des 
cordes, c'est a dire des objets a une dimension. La longueur des cordes doit 
etre suffisamment petite pour expliquer le fait qu'on ne les observe pas aux 
energies actuelles. L'extension spatiale des cordes permet la regularisation 
des interactions gravitationnelles, d'une maniere similaire a la regularisation 
de la theorie de Fermi par l'introduction de l'echange des bosons W et Z. 

En theorie des cordes les particules elementaires du Modele Standard 
sont obtenues comme des differents etats d'excitation des cordes. Les seuls 
processus d'interaction des cordes sont celui de fusion de deux cordes dans 
une corde et celui de separation d'une corde en deux cordes. lis contiennent 
toutes les interactions du Modele Standard plus la gravitation. La theorie des 
cordes ne se contente pas d'offrir une description quantique de la gravitation, 
mais elle a comme ambition l'unification de toutes les interactions dans une 
seule theorie. Le seul parametre de la theorie des cordes est l'echelle de masse, 
M s ( ou l'echelle de longueur, Is). La theorie des cordes pourraient expliquer 
les valeurs des masses des particules elementaires, qui apparaissent dans le 
Modele Standard comme des parametres sans une justification theorique. 
D'autre part, il n'est pas facile d'obtenir des predictions a basse energie 
de la theorie des cordes. La coherence quantique de la theorie des cordes 
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impose que la dimension de l'espace-temps soit dix. Mais nous percevons 
un espace-temps quadri-dimensionel, ce qui implique que les six dimensions 
supplementaires doivent etre compactifiees a une echelle assez petite pour 
qu'elles soient invisibles aux energies atteintes actuellement. Le nombre tres 
grand des compactifications possibles rend difficile la question du contact 
avec la realite. 

Historiquement la theorie des cordes est apparue vers la fin des annees 
1960 comme une possible description des interactions fortes[T]. Mais tres vite 
elle a ete abandonnee au profit de la chromodynamique quantique. Un des 
defauts de la theories des cordes en tant que theorie des interactions fortes 
etait l'existence d'un etat de masse nulle et de spin 2 dans le spectre, decrivant 
une particule sans equivalent dans le spectre des hadrons. 

En 1974 Scherk et Schwarz proposent d'interpreter cette particule comme 
le graviton et la theorie des cordes devient un candidat a l'unification des 
interactions. Mais les modeles a interet phenomenologique, comme la theorie 
de type I, presentaient des anomalies gravitationnelles et de jauge. 

Dix ans plus tard Green et Schwarz proposent un mecanisme[14] d'annu- 
lation des anomalies qui impose que le groupe de jauge de la theorie de type 
I soit SO(32). Une deuxieme possibility pour le groupe de jauge qui permet 
l'annulation des anomalies est E 8 x E 8 , mais elle est incompatible avec la 
theorie des cordes ouvertes. Gross, Harvey, Martinec and Rohm montrent 
une annee plus tard que ce groupe de jauge, ainsi que SO(32) peuvent etre 
realises dans une theorie de cordes fermees, la corde hetetrotique[3j. 

Une dizaine d'annees plus tard l'introductions des D-branes[54] par Polchin- 
ski a rendu possible la conjecture des dualites entre differentes theories des 
cordes qui apparaissent comme des differentes regions dans l'espace des mod- 
ules d'une theorie unique, la M-theorie, ouvrant la voie a une formulation 
nonperturbative de la theorie des cordes. 

Un des defis actuels de la theorie des cordes est d'obtenir des predictions 
a basse energie qui pourraient valider la theorie des cordes comme une de- 
scription de la nature. En particulier il est necessaire d'obtenir le Modele 
Standard comme limite de basse energie de la theorie des cordes et expli- 
quer pourquoi la nature a choisi cette compactification parmi toutes les pos- 
sibilites. Les modeles actuels presentent des caracteristiques prometteuses, 
comme la brisure de la supersymetrie, la presence des fermions chiraux, le 
bon nombre de generations. Mais ces modeles restent a ameliorer. 

Recemment une autre voie a ete exploree, les predictions en cosmologie 
de la theorie des cordes. La theorie des cordes est un cadre naturel pour 
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formuler des questions liees a la cosmologie, comme le probleme de la con- 
stante cosmologique ou la singularite du Big Bang. Les dix dernieres annees 
des modeles explicites ont ete proposes qui pourraient resoudre certains des 
problemes de la cosmologie standard, comme le modele du pre-Big Bang, 
l'univers ekpyrotic et l'inflation des branes. 

La supersymetrie apparait de maniere naturelle en theorie des cordes et 
elle permet d'eliminer le tachyon present dans le spectre des cordes bosoniques. 
Les theories des cordes supersymetriques sont bien connues, mais pour que 
la theorie des cordes soit une extension du Modele Standard il faut que la 
supersymetrie soit brisee. Generalement la brisure de supersymetrie reintro- 
duit des tachyons dans le spectre, toutefois il existe des modeles de cordes 
nonsupersymetriques sans tachyons et qui presentent toutes les proprietes 
interessantes des cordes supersymetriques, comme l'absence d'anomalies, la 
presence des fermions chiraux et la possibility d'avoir un groupe de jauge 
interessant. 

Les cordes nonsupersymetriques sont particulierement interessantes pour 
la cosmologie, car la brisure de supersymetrie entraine une redefinition du 
vide de la theorie, l'espace de Minkowski n'etant plus une solution. Les solu- 
tions des cordes nonsupersymetriques peuvent dependre du temps et decrire, 
done, une evolution cosmologique. De plus, la stabilisation des modules des 
cordes, necessaire pour avoir une cosmologie statisfaisante, est, au moins par- 
tiellement, liee a la brisure de la supersymetrie. Le probleme principal des 
solutions dependantes du temps est leur stabilite. 

Plan de la these. Le manuscrit de cette these est organise en cinq 
parties : 

• Le premier chapitre est une introduction generate a la theorie des cordes 

bosoniques et fermioniques, aux interactions des cordes, ainsi qu'a la 
notion de D-brane. Les dualites entre les differentes theories des cordes 
sont presentees et une discussion des annulation des anomalies clot le 
chapitre. 

• Le deuxieme chapitre traite de la construction des orientifolds et orbifolds. 

• Le troisieme chapitre presente le mecanisme de Scherk-Schwarz de brisure 

de supersymetrie. 

• Le quatrieme chapitre presente d'abord une introduction au modele stan- 

dard de la cosmologie et aux problemes non-resolus de ce modele. En- 
suite l'inflation est introduite comme une possible solution aux prob- 
lemes de la cosmologie standard. 
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• Le dernier chapitre est dedie aux alternatives de l'inflation qui s'inspirent 
de la theorie des cordes et aux solutions dependantes du temps des 
theories nonsupersymetriques des cordes. 
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Chapitre 1 



Notions introductives 



1.1 La corde bosonique 



1.1.1 La corde bosonique classique 



Une corde est un objet unidimensionel. En mouvement elle decrit une sur- 
face d'univers 1 parametrisee par deux coordonnees : une coordonnee de type 
temps, r, et la coordonnee qui decrit la corde, a. La surface d'univers d'une 
codre bosonique , plongee dans un espace-temps D dimensionel, est decrite 
par D fonctions scalaires X^(r, cr), /x = 0...D — 1. L'action la plus simple, in- 
dependante de la parametrisation, qui decrit un tel objet est proportionelle 
a l'aire de la surface d'univers et s'appelle Taction de Nambu-Goto[5J[6j 2 : 



ou 7 est le determinant de la metrique induite sur la surface d'univers, "y a b = 
daX^dbX" '<7 M „, M est la surface de l'univers, a a = (r, c), d a = -Jj^ et 
3 est la metrique de l'espace-temps. La constante a', appellee parametre de 
Regge, est reliee a la tension, T, de la corde : 



^'equivalent de la ligne d'univers pour une particule ponctuelle. 

2 L'analogue de Taction proportionelle au temps propre le long de la ligne d'univers 
pour une particule ponctuelle. 

3 Par la suite on va considerer la propagation des cordes dans l'espace-temps de 
Minkowski, done = rj^. 




(1.1) 
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En plus de l'invariance sous les reparametrisations, X //i (r / , a') = X M (r, cr), 
Taction de Nambu-Goto est invariante sous le groupe de Poincare a D dimen- 
sions : 

X^(r,a)=A^(r,a) + a^ (1.3) 

ou est une transformation de Lorentz et a M une translation. 

La presence de la racine carre rend la quantification difficile, mais Paction 
de Nambu-Goto peut etre simplifiee en introduisant une metrique indepen- 
dante, h a bij, a), sur la surface d'univers. La nouvelle action qu'on obtient de 
cette maniere s'appelle Taction de Polyakov 4 : 

S P = --^-l d 2 a(-h) h h ab d a X' i d b X lt . (1.4) 
Arra' J M 

Bien evidemment Taction de Polyakov est classiquement equivalente a 
celle de Nambu-Goto et pour s'en convaincre il suffit d'eliminer la metrique 
h a b de Taction de Polyakov a Taide de son equation de mouvement : 

6 h S P = =>• 7 a6 = ^h ab h cd j cd . (1.5) 

L'equation (II. 5J) se reecrit : 

Kbi-h)- 1 ' 2 = 7afe (-7)" 1/2 , (1.6) 

ce qui implique que h a b oc ^ a b et Tequivalence des deux actions s'en suit. 
L'equation (jl.fij) determine h a b a une transformation de Weyl pres ce qui fait 
que Taction de Polyakov possede une invariance de plus par rapport a Taction 
de Nambu-Goto. En resume les symetries classiques de Taction de Polyakov 
sont 5 : 

i.) l'invariance sous le groupe de Poincare D dimensionel : 

X'»(T,a)=h*X v {T,a) + ar, 
h'abfaa) = h ab (r,a). 



4 Bien quelle ait ete trouvee pour la premiere fois par Brink, Di Vecchia, Howe, Deser 
et Zumino , c'est Polyakov qui a mis en evidence son utilite pour la quantification. 

5 I1 y a un autre terme qui est compatible avec les symetries de Taction de Polyakov, 
J d 2 <j\/—hR, avec R le scalaire de Ricci de la metrique h^. Ce terme joue un role impor- 
tant dans les interactions des cordes, mais ne contribue pas aux equations de mouvement, 
car en 2 dimensions V 1 —hR est une derive totale. 
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ii. ) l'invariance sous les diffeomorphismes(ou reparametrisations) : 

X'^r',a')=X^r,a), 
da' c da' d 

iii. ) l'invariance de Weyl : 

X'^r,a)=X^r,a), 

Kb( r ^) = exp(2uj(T,a))h ab (T,a). 

La variation de Paction par rapport a h ab definit le tenseur energie- 
impulsion : 

T ah = -Ani-^-^J-Sp, (1.7) 
et, par consequent, l'equation de mouvement de h ab s'ecrit : 

T ab = ^(daX^dbX, - h ab & : X»d c X li ) = 0. (1.8) 
a 2 

L'invariance sous les transformations de Weyl implique l'annulation de la 
trace du tenseur energie-impulsion, T£ = 0, et l'invariance sous les reparametri- 
sations a comme consequence sa conservation : V a T ab = 0. 

Interessons-nous maintenant aux equations du mouvement des champs 
X M . En variant Taction de Polyakov par rapport a X^ on obtient : 

SSp = / dr / da(-h) 1/2 X7 2 XJX» 

2na' Jo 

— J dr(-hy/ 2 SX^X, \:zl (1.9) 

ou / est la longueur de la corde. Le terme de bord s'annule dans les situations 
suivantes : 

1. X"(r, 0) = X»(t, I), d°X»{r, 0) = d°X»(r, I), h ab (r, 0) = h ab (r, I). 
Ces conditons de periodicite definissent la corde fermee. 

2. <W(r, 0) = <W(r, I) = 0. 

Ce sont ce qu'on appelle les conditions de Neumann et elles definissent 
une corde ouverte avec les extremites fibres. 
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3. 5X»(t,0) = 8X»(t,1) = 0. 

Ces conditions, appelees conditions de Dirichlet, brisent l'invariance de 
Poincare. Elles definissent une corde ouverte avec les extremites fixees. 

4. On peut egalement choisir une condition de Dirichlet pour une ex- 
tremie de la corde ouverte et une condition de Neumann pour l'autre 
extremite. Par exemple : d a X^(r, 0) = et 5X^(t,1) = 0. 

L'equation de mouvement prend alors la forme : 

V 2 X^ = 0. (1.10) 

Pour simplifier les equations du mouvement on peut faire un choix de 
jauge convenable. L'invariance sous les reparametrisations permet de fixer 
2 des 3 composantes de la metrique bi-dimensionelle h a b- La metrique peut 
alors etre mise sous la forme : 

h ab = e 2A r] ab . (1.11) 
Dans cette jauge, appellee jauge conforme, Taction devient : 

S = J d 2 ar, ab d a X^d b X^ (1.12) 

et l'equation de mouvement des champs X M devient l'equation d'onde a 2 
dimensions : 

UX" = {d 2 a - d?)X>* = 0. (1.13) 
Les contraintes T ao = prennent aussi une forme tres simple 6 : 

^io = ^oi = ~~ -,X ■ X' = 0, 
a' 

(1.14) 

Too = T u = ^{X 2 + X' 2 ) = 0, (1.15) 

ou exprimes autrement MX ± X') 2 = 0. 

La solution generale de l'equation peut etre ecrite comme la somme 

de deux fonctions arbitraires : 

X"(r,cr ) = X£(a + ) + (1.16) 

6 Nous avons utilise les notations ' = d a ,' = d T et X 2 = X^X^. 
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avec a + = r + a,cr~ = t — a les coordonnees du cone de lumiere sur la 
surface d'univers. X^ decrit les modes qui se propagent a gauche (L pour 
"left") et les modes qui se propagent a droite (R pour "right"). 

Dans les coordonnees du cone de lumiere les contraintes se reecrivent : 



t++ = -d + x ■ d + x = x L 2 = o, 

a' 

T__ = — d_X ■ <9__X = Xr = 0, 
a' 

T+_ = T_+ = 0. (1.17) 

La solution generale de l'equation de mouvement (|1.13jl en tenant compte 
des conditions de periodicite pour les cordes fermees, X M (r, cr) = X m (t, o + 
2n) est : 



n/0 

XI = \x» + aY(r + a)+ iJ^Yl \<e~ 2 ^\ (1.18) 

ou a% sont les modes de Fourier, est la quantite de mouvement du centre 
de masse de la corde et x M la position du centre de masse. X M etant des 
fonctions reelles il en resulte que x M et p M sont reelles et egalement : 

a^ n = K)t , a^=(a£)t. (1.19) 

Pour une corde ouverte de longueur it la solution de l'equation du mou- 
vement avec les conditions aux bords X' M \ a=0 w — est : 



X^ = a? + 2a Vr + zV^a 7 ^ cos(na)^ e - inT . (1.20) 

Par la suite les contraintes ()1.17jl doivent etre imposees aux solutions des 
equations de mouvement. Leurs modes de Fourier, appelles operateurs de 
Virasoro, sont pour la corde fermee : 
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oo 

Qtm. — n. ' C^r. 



rp />7T i 

u n=— oc 

L m = ^ I e 2im °X 2 L da= l -Y, ^-n • «n, (1.21) 



n=— oo 
oo 



ra=— oo 



avec «q = «q = y Le systeme doit respecter les contraintes : L r 
0, L n = 0, Vn G Z. En particulier les contraintes 



I oo 
n=l 

n=l 

permettent de trouver l'expression de la masse d'un mode de la corde : 

1 2 °° 

M 2 = -jfpp = -(M 2 L + M 2 R ) = - J2(®-n ■ ot n + a. n ■ a n ). (1.23) 



a' 

n=l 



Pour les cordes ouvertes il y a un seul type d'operateurs de Virasoro 
definis par : 



oo 
n=— oo 



r n t r n 1 _ °°_ 

L m = T (e irmT T ++ +e- imc T__)dG =- e imo \X+X') 2 da = - ^ 

J® 4 •>-* 2 n=-o 

(1.24) 

ou ag = v / 2a 7 p M . Les contraintes de Virasoro sont dans ce cas L„ = 0,Vn G 2 
et la masse d'un mode de la corde ouverte s'exprime : 

M 2 = -Va_ n -a„. (1.25) 
cr z — f 

n=l 

A noter que l'Hamiltonian de la corde fermee s'ecrit : 

if = - (a_ n • a„ + a_ n • a n ) (1.26) 

n=— oo 
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et done H = L + L . 

Pour la corde ouverte il devient : H = \ Y^^=-oo a -n ' a n = L . 

1.1.2 Quantification de la corde bosonique 

La quantification de la corde bosonique peut etre effectuee de plusieures 
manieres distinctes, mais equivalentes. Deux exemples seront exposes ici : 

1. La quantification covariante dans laquelle l'invariance de Lorentz 
est manifeste, mais qui presente le desavantage de la presence des etats 
de norme negative, qui ne sont pas physiques. 

2. La quantification dans la jauge du cone de lumiere qui est une 

approche ou, comme son nom l'indique, des nouvelles restrictions de 
jauge sont imposees ce qui a l'avantage d'eliminer les etats de norme 
negative, mais l'invariance de Lorentz n'est plus manifeste. Comme on 
le verra par la suite la condition que la theorie soit invariante de Lorentz 
fixe la dimension de l'espace-temps. 
Dans la premiere approche on considere les fonctions X M (r, a) comme des 
operateurs quantiques. Par consequent ils obeissent aux relations de commu- 
tation habituelles : 

[X»(T,a),P»(T,a')} = i V ^5(a - a'), (1.27) 

ou P M = H^- = TX^ est le moment conjugue. 

La relation ()1.27|) determine les commutateurs pour les modes de Fourier 
de X^ 7 : 



[<,<] = 0. (1.28) 

Les operateurs sont relies aux operateurs canoniques de l'oscillateur 
harmonique par : a& = ^a^, = ^a! m ,Vm > 

K,4l = 5 m , n ^. (1.29) 



Pour la corde ouverte les at sont absentes. 
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Les modes de frequence negative, a m , m > sont des operateurs d'an- 
nihilation et les modes de frequence positive a_ m , m > sont des opera- 
teurs de creation. L'operateur nombre pour le mode m, m > est alors 

L'etat fondamental |0;p M > est defini par : 

a£ |0;p">=0, m>0, 
^ | ();?/>= \0;jf> . (1.30) 

II est alors facile de voir que des etats de norme negative apparaissent. 
Comme [a^, a°_ m ] = — m il en resulte que tous les etats de la forme a°_ m |0> 
sont de norme negative : < | ot^pP. m \ >= — m <0|0> < 0. Neanmoins 
on peut esperer que les contraintes de Virasoro elimineront ces etats de l'es- 
pace de Hilbert. Les operateurs de Virasoro quantiques sont definis par leurs 
expressions classiques, mais avec l'ordre normal : 

j +oo 
n=— oo 

et de meme pour les L m . Ceci ne pose pas de probleme pour m ^ car, 
dans ce cas, « m _„ et a n commutent. Ceci n'est plus le cas pour L et pour 
resoudre l'ambiguite on va inclure une constante a determiner dans toutes 
les formules contenant L . Par consequent un etat physique, | <f>>, de la corde 
ouverte, par exemple, devrait satisfaire a priori les conditions suivantes : 



L n |0>=O, n^O, 

(L - a) ] 0>= 0. (1.32) 
Les operateurs L n satsifont l'algebre de Virasoro : 

[L m , L n ] = (m - n)L m+n + —m(m 2 - l)5 m+n . (1.33) 

La constante c s'appelle charge centrale et elle est egale a la dimension 
de l'espace-temps pour la corde bosonique. Le terme ^m{m 2 — l)S m+n appa- 
rait comme un effet quantique et est responsable du fait qu'on ne peut pas 

8 Le symbole : : denote l'ordre normale qui consite a placer les modes de frequence 
negative a droite des modes de frequence positive. 
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implementer dans la theorie quantique toutes les contraintes classiques. En 
effet : 

«p | [L m , L_ m ] | <j)>=<(p | 2mL 1 4» +—m{m 2 - I) «p\ </», (1.34) 

done on ne peut pas imposer L m \ (f>>= 0, Vm. Le maximum des conditions 
qu'on peut imposer sur les etats physiques est : 

L m | 4>>= 0, m > 0, 

(L - a) | <f»= 0. (1.35) 

pour la codre ouverte. En fait les conditions (|1.35jl englobent toutes les con- 
traintes, car en vertu de la relation L_ m = I} m on a : 

< 0' | L m | >= 0, Vm + 0. (1.36) 

Pour la corde femee il faut imposer egalement les contraintes L m \<p>— 
0, m > 0. Les operateurs L m satisfont aussi une algebre de Virasoro et 
commutent avec les L m . 

Avec la nouvelle forme de la contrainte generee par L Q l'operateur de 
masse pour la corde ouverte devient : 

M 2 = —(N-a), (1.37) 

a 

avec N = J] m>0 N m = J2 m>0 a_ m ■ a m . 

Pour la corde fermee les conditions (L — a) \ <f> >= et (L — a) 
(f)>= impliquent (L — Z ) | (f>>= ou plus simplement N = N 9 . C'est 
ce qu'on appelle la condition de raccordement des niveaux(level matching). 
L'operateur de masse est donne par : 

M 2 = —(N + N — 2a). (1.38) 
a' 

II peut etre montre que dans le cas ou la dimension de l'espace-temps est 
D = 26 et a = 1 les etats de norme negative decouplent|53|. Nous allons 
prouver le fait que D = 26 et a = 1 dans le cadre de la quantification dans 
la jauge de lumiere. L'approche consiste a choisir une jauge dans laquelle 

9 On rappelle que = «q = ^/2a'p^. 
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les contraintes de Virasoro peuvent etre explicitement resolues pour que la 
theorie soit decrite en terme des etats physiques uniquement. Pour la quan- 
tification covariante nous avons choisi une jauge dans laquelle la metrique 
sur la surface de l'univers est conformement plate : 

ds 2 = e 2A (da 2 - dr 2 ) = e 2A da + d<j-, (1.39) 

mais ceci ne fixe pas completement la jauge car toutes les transformations 
du type a + — > a + (a + ), a~ — > a~(a~) peuvent etre compensees par une 
transformation de Weyl et ne changent pas la jauge. La transformation de 
f : 

f = l -{a + {T + a) + ~a-(r-a)), (1.40) 
implique que f satisfait l'equation d'onde a 2 dimensions : 

(«-fi?)f = 0. (1.41) 

Rappelons que les champs X^ satisfont egalement cette equation, on peut 
done faire une reparametrisation de maniere a ce que f soit egal a un des 
X M . La jauge du cone de lumiere correspond au choix f = X + /p + + const, 
ou autrement : 

X + (r, a)=x + + 2a'p + r. (1.42) 

Les coordonnees du cone de lumiere de l'espace-temps sont definies par : 
x± = ±{X Q ±X D ~ 1 ) . 

Ayant fixe X + on peut exprimer X~ en fonction des coordonnees trans- 
verses X\ i — 1, D— 2 a partir des contraintes de Virasoro, (X±X') 2 = : 

X-±X-' = ^(X*±X% (1.43) 
ce qui determine les a~ : 



2a / p^ 



oo 

■ a l m -n^n,i ■ -aS m . (1.44) 

n=l 

Dans la jauge du cone de lumiere toutes les excitations de la corde sont 
generees par les oscillateurs transverses ct^(et les a l m pour les cordes fermees). 
Les differents etats des cordes sont obtenus en agissant avec les operateurs 
de creation a l m , m < sur l'etat fondamental | 0;p>. Par exemple le premier 
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etat excite de la corde ouverte est a l _ 1 \ 0;p> qui est un vecteur avec D — 2 
composantes. II appartient a la representation vectorielle du petit groupe 
SO(D — 2). Sous une transformation de Lorentz un vecteur avec une po- 
larisation transverse peut aquerir egalement une polarisation longitudinale, 
sauf s'il est non massif. Pour que la theorie soit invariante de Lorentz il faut 
done que cet l'etat a l _ 1 |0;p> soit de masse nulle. En utilisant la formule de 
l'operateur de masse pour les cordes ouvertes (IQ7j) on trouve : 

M 2 = = => a = 1. (1.45) 

a 

On peut voir mainenant que l'etat fondamental de la corde ouverte, de 
masse M 2 = — ^ est un tachyon. Ceci est egalement le cas pour les cordes 
fermees dont l'etat fondamental a la masse M 2 = — -7. Le premier etat excite 
des cordes fermees est donne par a[_ 1 a J _ 1 \ 0;p>. Ceci est un tenseur de masse 
nulle, M 2 = -4(2 -2a) = 0, qui se decompose en representations irreductibles 
de SO(D — 2) : un tenseur antisymetrique, B^, un tenseur symetrique de 
trace nulle, g^, correspondant a une particule de spin deux et sans masse, le 
graviton, et un champ scalaire, 0, appele dilaton. 

Nous avons vu que pour respecter l'invariance de Lorentz la constante a 
doit etre egale a 1. Mais cette constante est reliee a la dimension de l'espace- 
temps. Pour voir cela on peut calculer a a partir de la formule : 



j D— 2 oo j D— 2 oo D 2, °° 

i=l n=— 00 i=l n=— oo n=l 



La somme divergente ^ n=1 n peut etre calculee par la methode de regu- 
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larisation de la fonction zeta 10 et vaut —1/12. Par consequent a = —^j 2 - = 1 



done la dimension de l'espace temps est 26. 



La formule generate est J2n>o( n + a ) = C( — 1; a ) = ~tk(^ fl2 ~ 6a + 1). 
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1.2 Cordes supersymetriques 



Les cordes bosoniques ne permettent pas la description des fermions de 
l'espace-temps et, par consequent, ne sont pas de bons candidats pour une de- 
scription de la realite. En plus, l'etat fondamental pour les cordes bosoniques, 
ouvertes ou fermees, est tachyonique, ce qui indique une instability. Intro- 
duce des degrees de liberte fermioniques pourrait resoudre ce probleme, car 
la masse negative de l'etat fondamental provient de l'energie du point zero 
des oscillateurs bosoniques et les degrees de liberte fermioniques apportent, 
en principe, une contribution de signe oppose. 

Le procede de construction de la corde fermionique consiste a introduire 
des spineurs sur la surface d'univers, qui seront les superpartenaires des 
champs X M . La supersymetrie sur la surface d'univers est manifeste, mais, 
en revanche, la supersymetrie de l'espace-temps n'est pas garantie. Dans le 
formalisme de RamondjH|, Neveu et SchwarzjTfl] la supersymetrie de l'espace- 
temps est obtenue apres troncation du spectre par la projection dite GSO 
(Gliozzi, Scherk et Olive) [H]. II existe un deuxieme formalisme, de Green et 
Schwarz[H], dans lequel la supersymetrie de l'espace temps est manifeste, 
mais pas celle de la surface d'univers. Le premier formalisme sera adopte 
dans la suite. 

1.2.1 La corde fermionique classique 

L'action de Polyakov (|1.4|) pour la corde bosonique represente D champs 
scalaires X M couples a la metrique, h ab a deux dimensions. La generalisa- 
tion supersymetrique de cette action necessite l'introduction des partenaires 
supersymetriques de et h ao . 

En D dimensions les champs X M representent D degres de liberte bosoniques. 
En introduisant D spineurs de Majorana sur la surface d'univers, ip^, on 
obtient D degres de liberte fermioniques "on-shell" 11 . "Off-shell" il faut in- 
troduire D champs scalaires auxiliares F M pour former un multiplet scalaire 
avec supersymetrie iV = (1, 1) en dimension deux. Le gravitino, partenaire 
supersymetrique du h a b, est un spineur-vecteur de Majorana, representant 2 
degres de liberte fermioniques "off-shell" 12 . h ao representant un seul degre de 

11 Un spineur de Dirac sur la surface d'univers represente 4 degres de liberte fermioniques. 
La condition de Majorana et l'equation de mouvement divisent chaqune le nombre de 
degres de liberte par 2. 

12 Deux des quatre degres de liberte sont elimines par les transformations de super- 
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liberte bosonique 13 il faut introduire un champ scalaire auxiliare. "On-shell" 
le graviton et le gravitino suffisent. 

La generalisation supersymetrique de Taction (|1.4p est : 

ou x a est le gravitino et 7° sont les matrices de Dirac a 2 dimensions : 



v=^=(J - ! ), y=^=(° *). d.48) 

L'action (jl.47j) est invariante sous les transformations de supersymetrie : 

5h ab = iei'jaXb + lbXa), 
5 Xa = 2V a e, 

= i a (d a x»- l -x a V)^ 

8X» = letpv, (1.49) 

ou e est un spineur de Majorana qui parametrise la supersymetrie. 

La jauge superconforme, l'equivalent supersymetrique de la jauge con- 
forme 1)1.11)1 du cas bosonique, est definie par les conditions : 



Kb = e 2A r] ab , 

Xa = 7aA, (1.50) 

avec A = \l c Xc- Dans cette jauge ()1.47)) devient Taction de D champs 
scalaires et D champs fermioniques libres : 

S = J d 2 a(d a X»d a X, + ifr^dM. (1.51) 



symetrie. 

13 Deux des trois degres de liberte de la metrique pouvant etre elimines par les 
reparametrisations a 2 dimensions comme on l'a vu precedement. 
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Les champs X^ satisfont l'equation d'onde a deux dimensions, comme 
dans le cas bosonique, et l'equation de mouvement pour les champs ip^ est 
l'equation de Dirac de masse nulle : 

l^daV = 0. (1.52) 

Les equations de mouvement doivent etre supplementees par les condi- 
tions aux bords et les contraintes, qui sont les equations de la metrique et du 
gravitino. Les conditions aux bords pour les coordonnees bosoniques sont les 
memes que dans le cas de la corde bosonique. Pour les champs fermioniques 
ces conditions resultent de l'annulation du terme de surface : 

J dr^S^ t% . (1.53) 
Le tenseur energie impulsion prend la forme : 

T ab = d a x»d b x, + l -r la d b ^ + ^7*A^ - l - Vab (d c x^d c x» + #" 7 C 

(1.54) 

La variation du gravitino dans Taction produit le supercourant : 

T Fa = ^ lal b rd b X,. (1.55) 
Les contraintes a imposer aux etats physiques sont alors : 

T ab = 0, T Fa = 0. (1.56) 

Comme dans le cas bosonique on va utiliser les coordonnees du cone 
de lumiere sur la surface d'univers, <r + et o~ . L'action et les equations de 
mouvement se reecrivent : 

S = —f d 2 a{d+X ■ <9_X + ■ d_ij+ + ij_ ■ d+ij_)}, (1.57) 

7TCT J 

O+d-X 1 " = 0, 

= d+V- = 0. (1.58) 

La solution pour X^ est a nouveau la somme de deux fonctions arbitraires 
Xl(cr + ) et X^((j _ ) et le developpement en oscillateurs est le meme que dans le 
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cas bosonique, alors que pour les coordonnees fermioniques on obtient : ?/>+ = 
et ipt = ip1(a~) . Pour les cordes fermees la condition de periodicite 
s'ecrit dans les coordonnees du cone de lumiere (ip + 5ip + + ip_5ip^)(cr) = 
(■ifj + 5ifj + + ■0_5'0_)((T + 27r), ce qui revient aux conditions : 

V> + ((7) = ±V> + (<7 + 27r), 

^-(cr) = ±ip_{a + 2n), (1.59) 

et de meme pour 5ifi±. On appelle conditions de Ramond (R) celles de peri- 
odicite et conditions de Neveu-Schwarz(NS) celles de antiperiodicite. Plus 
brievement les fermions sur la surface d'univers respectent la condition : 

ilj(a + 2ir) = e 2ni ^(a), (1.60) 

avec = pour le secteur de Ramond et <fi — \ pour le secteur de Neveu- 
Schwarz. Avec cette condition la solution generate de l'equation de Dirac 
s'ecrit : 

1#((7,r)= Ke- triT+a \ 
rez+4> 

m^r)= Ke-*^, (1-61) 
rez+<f> 

avec (btfY = 6 M r et (6(f)* = 6 M r pour assurer la realite des spineurs de Majo- 
rana ip±- 

Dans les coordonnees du cone de lumiere les contraintes T ab = 0, T Fa = 
prennent la forme : 







x ■ d + x + ^+ 




= o, 


T__ 


2 


X ■ <9_X + 




= 0, 


T+- 


= T_ + 


= o, 






T F+ 


= v 

2^ 


. ■ d + X = 0, 
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= -tb. 
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. • d-X = 0. 
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et leurs modes de Fourier sont donnes par 



n£Z reZ+<p 

G r = b r - n ■ g n . (1.63) 



neZ 



1.2.2 Quantification de la corde fermionique 

Les relations de commutation (|1.27jl doivent etre completees par les an- 
ticommutateurs : 



{r + {v,T),r + W,T)}=2<K V ^5{a-a'), 
{^(a, r),^_{cr', r)} = 2^ v b{a - a'), 
{^(a,r),^(cr / ,r)} = 0, (1.64) 

ce qui implique pour les oscillateurs fermioniques : 

{K,K} = V^Sr +s . (1-65) 
Remarquons que les modes zero satisfont l'algebre de Clifford : 

= (1-66) 
L'operateur nombre d'oscillateurs est donne par : 



CO 



N = N {a) + N {b) = ^a^ n -a n + ^ rb_ r ■ b r . (1.67) 

n=l r&Z+<t>>0 

Les operateurs de Virasoro doivent etre redefinis en utilisant l'ordre nor- 
mal et une constante, a, doit etre rajoutee dans les formules contenant Lo- 
lls satisfont l'algebre de super- Virasoro : 

[L m , L n \ = (m - n)L m+n + ^m(m 2 - 2(f))5 m+n , 

o 

Tfl 

[L m ,G r ] = (— — r)G m+r , 

{G r , G s } = 2L r+s + ^(r 2 - ^)8 r+s . (1.68) 
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L'etat fondamental est defini par : 

| 0>= b* | 0>= 0, m, r > 0. (1.69) 

Dans le secteur de Neveu-Schwarz l'etat fondamental est un scalaire comme 
pour la corde bosonique. Ceci n'est plus le cas dans le secteur de Ramond 
a cause de l'existence du mode b$ dans ce secteur. II faut remarquer que b$ 
commute avec l'operateur de masse, M 2 = ^(N + N — 2a), ce qui implique 
que les etats 1 0> et 6q | 0> ont la meme masse. En se rappellant que b$ sont 
les generateurs de l'algebre de Clifford on peut conclure que l'etat fonda- 
mental dans le secteur de Ramond est un spineur de l'espace-temps. Comme 
les oscillateurs et bt r sont des vecteurs de l'espace-temps il en resulte 
que tous les etats construits a partir de l'etat fondamental de Neveu-Schwarz 
sont des bosons de l'espace-temps et que tous les etats construits a partir de 
l'etat fondamental de Ramond sont des fermions de l'espace-temps. 

Des etats de norme negative sont a nouveau presents dans le spectre et 
il est instructif d'etudier la quantification dans la jauge du cone de lumiere 
qui est donnee par les conditions : 

X + = a'p + T, 

ip + = 0. (1.70) 

Les contraintes permettent d'exprimer les oscillateurs a~ et b~ en fonc- 
tions des modes transverses a l m et b l r , i = 1...D — 2 et les etats de la corde 
sont construits en utilisant seulement les oscillateurs transverses. 

Le spectre de la corde ouverte (qui equivaut a celui des modes de gauche 
ou de droite de la corde fermee a un facteur 4 pres dans la formule de la 
masse) est donne par : 

1.) Le secteur de Neveu-Schwarz : l'etat fondamental, |0>, est un scalaire 
de masse M 2 = Le premier etat excite, N = 1/2, est donne par b 1 ^^ \ 0> 
avec la masse M 2 = a). Ceci est un vecteur de SO(D—2) et l'invariance 

de Lorentz impose qu'il soit de masse nulle, c.a.d. a NS = \. L'etat fondamental 
est encore une fois tachyonique. D'autre part la constante de l'ordre normale 
vaut a = — -^-^(X]^Lo n ~ S^li/2 r )' Q u i) en utilisant la regularisation de la 
fonction (, donne le resultat a = ^f^(]^ + ^j) = On en deduit que la 
dimension de l'espace-temps vaut D = 10. 

Les etats avec N — 1 sont a l _ 1 \ 0>, qui est un vecteur de 5*0(8), et 
fr-i/2^-i/2 I 0^ tenseur antisymetrique de 5*0(8), avec la masse M 2 = 7^7. 
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Ces 8 + 28 degres de liberte bosoniques forment un tenseur antisymetrique 
de 5*0(9), qui est le petit groupe des etats massifs en dix dimensions. 

Au niveau N = 3/2 on obtient des etats de masse M 2 = 1/a' : 
^-1/2^-1/2^ 1/2 |0>, a -i^-i/2 l^ l> et ^-3/2 so ^ un total de 128 etats. 

2.) Le secteur de Ramond : l'etat fondamental est, comme on l'a vu, un 
spineur. En 10 dimensions on peut imposer simultanement les conditions de 
Weyl et Majorana, ce qui conduit a 8 degres de liberte fermioniques indepen- 
dants "on-shell", qui representent les composantes d'un spineur de Majorana- 
Weyl, de masse nulle, du groupe SO (8). La masse de l'etat fondamental etant 
donnee par M 2 = —a/ a' il resulte que a R = 0. II y a deux possibilites pour 
la chiralite de ce spineur conduisant a deux etats possibles | a> et | a>. Le 
niveau N = 1 est forme des etats a t _ 1 \a>, a l _ 1 \a>, b t _ 1 \a> et b l _ x \ d> de 
masse M 2 = 1/a', soit 2 x 128 etats. 

A ce niveau le spectre obtenu n'est pas supersymetrique, mais la pro- 
jection GSO permet d'obtenir la supersymetrie. D'abord il faut eliminer le 
tachyon du secteur NS, ainsi que tous les etats de masse (n+ l/2)/a',n > 
qui n'ont pas d'equivalent dans le secteur de Ramond. II s'agit, done, d'elim- 
iner tous les etats avec un nombre pair d'oscillateurs de type b l _ r , c.a.d. tous 
les bosons ( par rapport a la surface d'univers) du secteur NS. Le projecteur 
GSO dans le secteur NS est defini par : 

1 - f-1 ) Fn s 

p^ s o = Y » (L71) 

avec Fns — YlT=i/2 ^-r ' K ^ e nombre fermionique sur la surface d'univers. 

Ensuite on remarque que pour obtenir l'equilibre entre le nombre des 
degres de liberte fermioniques (R) et bosonique (NS) pour les etats de masse 
nulle, par exemple, il est necessaire d'eliminer un des etats | a> ou \a>. 
L'operateur qui permet d'effectuer cette operation est 

r = bl..b 8 (-i)^>° b -^ = r 9 (-i) F «, (i.72) 

ou r 9 = es t l'operateur de chiralite dans les dimensions transverses et 

Fr le nombre fermionique sur la surface d'univers dans le secteur de Ramond. 
En demandant T = 1 pour tous les etats (ou T = — 1 pour tous les etats) 
on elimine la moitie des degres de liberte en retablissant l'equilibre avec les 
bosons du secteur NS. 

Pour obtenir le spectre des cordes fermees il faut combiner les modes de 
droite avec celles de gauche en tenant compte de la contrainte L — L = 0, 
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ou autrement m R = m 2 L . Quatre secteurs apparaissent : (NS,NS) et (R,R), 
qui conduisent a des bosons de l'espace-temps, et (NS,R), (R,NS) qui conti- 
ennent les fermions de l'espace-temps. La projection GSO peut etre effectuee 
separement pour les modes de droite et de gauche ce qui donne la possibility 
de choisir independemment la projection dans le secteur R : Yl = Yr = 1 ou 
F L — 1, Y R — — 1. Avec le premier choix on obtient la theorie appellee IIB 
dont le spectre non massif est donne par : 

secteur (NS,NS) : un scalaire (le dilaton), le graviton, <7y, et un tenseur 
antisymetrique, Bij. 

secteur (R,R) : une zero forme, Co, une 2-forme, C2, et une 4-forme auto- 
duale, ■ 

secteurs (R,NS) et (NS,R) : deux gravitinos de spin 3/2 avec la meme 
chiralite et deux fermions de spin 1/2. 

Le comptage des degres de liberte fermioniques et bosoniques (128) in- 
dique qu'il s'agit d'une theorie supersymetrique. La presence de deux 
gravitions avec la meme chiralite indique que la theorie IIB est une theorie 
chirale avec supersymetrie iV = (2,0). 

Le choix 1^ = 1, T^ = — 1 conduit a la theorie II A qui possede au niveau 
non massif les etats : 

secteur (NS,NS) : un scalaire (le dilaton), le graviton, gij, et un tenseur 
antisymetrique, B^. 

secteur (R,R) : une 1-forme, C\ et une 3-forme, C 3 . 

secteurs (R,NS) et (NS,R) : deux gravitinos de spin 3/2 avec des chiralites 
opposees et deux dilatinos de spin 1/2, un pour chaque chiralite. 

La theorie IIA est une theorie non chirale avec supersymetrie N — (1,1). 



1.3 Developpement de Polyakov 

L'integrale de chemin de Feynman est une methode naturelle pour decrire 
les interactions en theorie des cordes. En mecanique quantique les amplitudes 
sont obtenues en sommant sur toutes les trajectoires possibles qui relient 
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les etats initials et finals, chaque trajectoire etant ponderee par un facteur 
exp(iS c i/h), ou S c i est Taction classique. 

Polyakov a generalise ce procede a la theorie des cordes[8j : une amplitude 
des cordes est obtenue en sommant sur toutes les surfaces d'univers qui relient 
les courbes initiales et finales. 



Fig. 1.1 - Une corde fermee qui se desintegre en deux cordes fermees 

Les interactions des cordes sont implicites dans la somme sur les surfaces 
d'univers. Par exemple la figure Ijl.lj) montre la disintegration d'une corde 
fermee en deux cordes. Les particules sont obtenues comme des differentes 
etats d'excitation des cordes et toutes les interactions du Modele Standard 
apparaissent a partir de ce type d'interaction. 

Comme on peut le voir sur cette figure (II. lj) la disintegration semble avoit 
lieu a des differents points de l'espace selon le repere de Lorentz choisi. L'in- 
teraction est "etendue" dans l'espace, ce qui pourrait resoudre les divergences 
de la gravite quantique. 

La somme sur les surfaces d'univers qui relient des courbes initiales et 
finales conduit a des amplitudes difficiles a calculer. Le calcul se simplifie 
lorsque les sources sont envoyees a l'infini. Dans ce cas l'invariance con- 
forme de la theorie sur la surface d'univers rend equivalentes une surface 
d'univers avec des cordes externes et une surface compacte avec des inser- 
tions ponctuelles, comme la figure (|1.2|) le montre. 



interaction cordes 
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Fig. 1.2 - Interaction avec quatre cordes fermees externes et la representa- 
tion equivalente de cette amplitude comme une sphere avec quatre insertions 
ponctuelles 

Pour calculer une amplitude il faut integrer sur toutes les metriques pos- 
sibles de la surface d'univers, g a b(j, a), et toutes les possibilites de plonger la 
surface d'univers dans l'espace-temps, X M (r, a) 14 : 

J [dX dg)exp(-S), (1.73) 

avec 

S = i^ 7 / ^^g^daX^X, + X x, (1-74) 

ou : 

est le nombre d'Euler de la surface d'univers qui pour une surface avec h 
poignees, b frontieres et c crosscaps 15 vaut x = 2 — 2h — b — c. 

On peut remarquer que si on ajoute une frontiere sur une surface d'univers 
(fig EH) , ce qui equivaut a remission suivie de l'absorption d'une corde ou- 
verte, le nombre d'Euler diminue d'une unite et dans l'integrale de chemin il 

14 Nous avons remplace la metrique minkowskienne sur la surface d'univers avec une 
metrique euclidienne. 

15 Un crosscap est une frontiere avec les points diametralement oppposes identifies. 
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(a) (b) 

Fig. 1.3 (a) Une corde ouverte qui se propage librement. (b) Deuxieme 
ordre en theorie des perturbations 

y aura un facteur e A de plus. II en resulte que l'amplitude pour emettre une 
corde ouverte est proportionnelle a e A//2 . De la meme fagon on peut voir que le 
fait d'ajouter une poignee sur la surface d'univers equivaut a T emission suivi 
de l'absorption d'une corde fermee et, en meme temps, diminue le nombre 
d'Euler de 2 unites. L'amplitude d'emission pour une corde fermee est, done, 
proportionnelle a e A . 

La constante de couplage en theorie des cordes est reliee a A, qui semble 
etre un parametre libre de la theorie. Mais si on veut generaliser Taction 
des cordes dans l'espace de Minkowski a une action decrivant la propagation 
des cordes dans un espace-temps courbe on se rend compte qu'en plus du 
remplacement de la metrique de Minkowski rj^ avec une metrique generale 
G^ u , il faut inclure des couplages aux autres etats de masse nulle des cordes, 
car le graviton n'est qu'un etats de cordes parmi d'autres. Autrement dit il 
faut inclure des couplages au tenseur antisymetrique B^ u et au dilaton $ : 



S = — J dW^'G^X) + ie ab B„ u (X))d a X»d b X» + a'R<t>(X)\. 

(1.76) 

On peut voir a partir de Taction ()1.74p que les differentes valeurs du 
parametre A correspondent , en fait, a des differents fonds d'une seule theorie 
et non pas a des theories differentes. La constante de couplage des cordes est 
donnee par la valeur moyenne dans le vide du dilaton : 

9s = e < *>. (1.77) 

L'integrale de chemin (11.731) comporte un comptage errone car les con- 
figurations (X, g) relies par les diffeomorphismes et par la transformation de 
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Weyl decrivent la raeme physique et devraient etre comptees une seule fois. 
Pour cela il faut diviser la mesure d'integration par le volume des groupes de 
symetrie : 

[dX d9] exp(-S). (1-78) 



KliffxWeyl 

La mesure d'integration correcte s'obtient par la methode de Faddeev-Popov. 

Les reparametrisations et l'invariance de Weyl permettent de fixer com- 
pletement la metrique a une valeur g a b- La mesure de Faddeev-Popov, App, 
est definie par : 

l = A FD (g) J[dC}5(g-g<), (1.79) 

ou C denote une transformation sous les reparametrisations combinee avec 
une transformation de Weyl et [dQ est une mesure invariante de jauge. En 
inserant (jl.79jl dans l'integrale de chemin on obtient : 

Z[g] = [ dg] A FD (g)6(g - g<) exp(-S[X,g)). (1.80) 

J ^diflfxWeyl 

Apres integration sur g et une transformation de jauge l'integrale de 
chemin devient : 

Z[g] = [ } dC dX] A FD (g) exp(-S[X,g}). (1.81) 

J ^diffxWeyl 

On peut effectuer l'integrale sur ( qui se simplifie avec le volume du 
groupe de jauge, le resultat etant : 

Z[g] = J [dX}A FD (9) exp(-S[X,g}). (1.82) 
Le determinant de Faddeev-Popov vaut[53j : 

A FD (g) = J [db dc}exp(-S g ), (1.83) 

ou S g = (l/27r) J d 2 a g l l 2 bcdN a c 6 , avec b et c des fantomes de Grassmann. 

En fait l'inegrale de chemin ()1.82|) depend du facteur conforme, u, avec 
9ab = e 2aj 5 a b, sauf si la dimensions de l'espace-temps est 26. Dans ce cas il 
n'y a pas d'anomalie conforme et l'expression (|1.82l) est correcte. 
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1.4 Compactification toroidale, T-dualite, D-branes 



Nous avons vu que la corde bosonique et la supercorde predisent une 
dimension de l'espace-temps plus grande que D = 4, qui est la dimension de 
notre espace-temps, telle qu'elle est pergue a l'heure actuelle. Ceci pourrait 
etre explique par le fait que les dimensions supplementaires sont compactifiees 
a une echelle tres reduite qui rend impossible leur detection aux energies 
actuelles. 

Ici on va considerer le cas le plus simple, a savoir la compactification d'une 
coordonnee sur un cercle pour la corde bosonique : 

X = X + 2nR. (1.84) 

La periodicite implique que l'impulsion du centre de masse de la corde 
est quantifiee, comme pour la compactification de Kaluza-Klein en theorie 
des champs : 

Tfl 

p = — , me Z. (1.85) 
R 

En theorie des cordes la compactification a un deuxieme effet. Une corde 
fermee peut s'enrouler autour de la dimension compacte : 

X(a + 2vr) = X{a) + 2ttw, w = nR,ne Z. (1.86) 

w s'appelle nombre d'enroulement (winding number) et represente le nombre 
de tours effectues par la corde autour de la dimension X. 

Le developppement en oscillateurs pour la coordonnee compacte est donne 
par : 



X{t, a)=x + 2a'^r + 2nRa + ^/^ V{^e" 2ife ^ + ^ e ~ 2ik ^}, 

R V 2 , rC K 

(1.87) 

qui, en utilisant la formule Ijl.lSJI permet de determiner : 



PL = (2/a'Y /2 a = ^ + ^, 
R a' 

p R = [2 a ) 1 a = — T . 

R a' 



(1.88) 
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Les operateurs de Virasoro L et L sont donnes par 



16 




/ 2 00 



■n 



(1.89) 



n=l 



et l'operateur de masse devient : 



M 2 = — 



-P^, = \{pl+P 2 R ) + - I {N + N -2) 




2 

m 



(1.90) 



On peut voir a partir de cette formule que lorsque R — > 00 les modes 
d'enroulement deviennent infiniment massifs et les valeurs de l'impulsion 
compacte tendent vers un spectre continu, comme pour une dimension non- 
compacte. Dans la limite R — > ce sont les valeurs de l'impulsion qui devi- 
ennent infinies et les modes d'enroulement qui tendent vers un continuum, 
ce qui ressemble a nouveau au spectre d'une dimension non-compacte. En 
fait les deux limites sont equivalentes, ce qui n'est pas le cas en theorie des 
champs ou il n'y a pas l'equivalent du nombre d'enroulement. L'invariance 
du spectre sous la transformation : 



s'appelle T-dualite. Inequivalence des limites R — ■> et R — > 00 en theorie 
des cordes montre que la geometrie de l'espace-temps a courte distance est 
vue differemment par les cordes et par les particules ponctuelles. Les theories 
inequivalentes sont celles pour lesquelles R > it! se if-duai — a' 1 / 2 . 

Echanger n et m revient a une parite sur l'impulsion p R et, implicitement, 
sur la coordonnee X R . Apres la T-dualite la theorie est decrite en termes de 
la coordonnee X' = Xl((t + ) — Xr((t~). 

La T-dualite agit de maniere non-trivialle sur le dilaton. Le couplage de 
la theorie compactifiee doit etre invariant sous la T-dulaite. Ce couplage est 

16 A noter que L — L n = n'implique plus N = N, mais N — N — ran. 



it — > R = — , n <-> m 
R 



(1.91) 
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obtenu en integrant Taction de la theorie a 26 dimensions sur la coordonnee 
compacte, il sera, done, proportionnel au perimetre du cercle et, done, au 
rayon R. II en resulte que i?e~ 2 * doit etre invariant sous la T-dualite, ce qui 
implique la transformation suivante pour $ : 



Pour les cordes ouvertes il n'y a pas de nombre d'enroulement car les 
conditions aux bords de Neumann indiquent que les bouts des cordes ouvertes 
se depalcent librement dans l'espace ce qui permet toujours de derouler la 
corde de la dimension compacte. Dans la limite R — > on n'obtient pas 
un continuum d'etats comme pour la corde fermee. Apres la T-dualite les 
cordes ouvertes se deplacent en 25 dimensions. L'interpretation de ce fait 
est que les cordes ouvertes vibrent toujours a 26 dimensions, mais que leurs 
bouts sont contraints a appartenir a une hypersurface 25-dimensionnelle. En 
effeL la theorie T-duale etant decrite en utilisant la coordonnee X'^ = 
Xl(t + a) — Xft 5 \r — a), la condition de Neumann dans cette direction 
devient, apres la T-dualite, une condition de Dirichlet : 



Les hypersurfaces auxquelles les bouts des cordes ouvertes sont restreintes 
sont des nouveaux objets dynamiques appeles D-branes. En effectuant des 
T-dualites sur 25 — p coordonnees on obteint une Dp-br&ne, un objet avec p 
dimensions spatiales. Comme la T-dualite echange les conditions aux bords 
Neumann et Dirichlet il en resulte qu'en effectuant une T-dualite le long d'une 
coordonnee parallele a une Dp-bv&ne on la transforme en une D(p— l)-brane, 
alors qu'une T-dualite dans une direction perpendiculaire a la brane la trans- 
forme dans une D(p + l)-brane. 

Par analogie avec le cas de la corde Taction effective pour une Dp-brane 
pourrait s'ecrire : 



ou a = 0, ...,p sont les coordonnees qui parametrisent la brane et G a b est 



d a X^ = d T X'^ = 0. 



(1.93) 




(1.94) 
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la metrique induite sur la brane 



dX^ dX v 

T p est la tension de la -Dp-brane, donnee par : 



G ab (0 = ——G^X®). (1-95) 



Tp = S e "*° (W)<11 " ,/2 ' (L96) 

avec M P la masse de Planck et $ l a valeur moyenne du dilaton dans le vide. 

La dependance dans le dilaton, e~*, intervient puisqu'il s'agit d'une action 
des cordes ouvertes au niveau des arbres, la premiere contribution venant du 
disque(x = 1)- 

La metrique (|1.94j) fait intervenir les champs X M (£) qui decrivent le 
plongement de la brane dans l'espace-temps et leur couplage a la metrique 
induite. II n'y a aucune raison pour ne pas inclure des couplages aux autres 
etats de masse nulle des cordes fermees et ouvertes : le tenseur antisymetrique, 
B^t,, qui doit apparaitre dans Taction comme le tenseur induit, B ab : 



3*(0 = -5^-5*5-^(^(0) (1-97) 



dX^ dX v 

et le champ de jauge A a (£). Ces champs apparaissent dans Taction des cordes 
sur la surface d'univers comme : 



-L / dW^daX^X'B^ + / drA^ = -L. ! B+ [ A 
4vra' J M J dM 2na' J M J dM 

(1.98) 

Cette action est invariante sous la transformation de jauge de Tespace-temps 
5 A = dX. Par contre la transformation de jauge 5B = d( conduit a un terme 
de surface non nul qui peut etre annule si A se transforme sous la symetrie 
de jauge de B comme : 5 A = —(/2iia'. La combinaison B ab + 2na'F ab , avec 
F = dA, est invariante sous les deux transformations de jauge. C'est cette 
combinaison qui doit apparaitre dans Taction. Par consequent Taction de la 
brane s'ecrit : 

S p = -T p J d p+1 £ e-*[-det(G ab + B ab + 2 TO 'F fl6 )] 1/2 . (1.99) 
(ll.99jl s'appelle Taction de Born-Infeld. 
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Une .Dp-brane couple naturellement a une p + 1 forme : 

S = ~ ( lJ dP+l Z I 1 - 100 ) 

ou q est la charge de la brane, appelee charge de Ramond-Ramond (RR), car 
les formes apparaissent dans le secteur (R,R) du spectre des cordes fermion- 
iques. L'action (jl.lOOj) represente le couplage "electrique". La duale d'une 
(p+ 1) forme etant une (7 — p) forme il existe egalement un couplage "mag- 
netique" a une (6 — p) brane. 

Une antibrane, Dp , a la meme trension qu'une brane et la charge opposee. 

Les branes et les antibranes sont des objets BPS, c'est a dire qu'elles 
preservent une partie de la supersymetrie. Plus precisement les branes brisent 
la moitie des supersymetries et les antibranes brisent l'autre moitie. La com- 
binaison brane-antibrane brise completement la supersymetrie et forme un 
systeme non-BPS. 

La theorie de type IIB contient des branes BPS avec dimension impaire 
et la theorie de type IIA conteint les branes BPS de dimension paire. En 
plus la theorie de type IIB contient des branes non-BPS de dimension paire 
et la theorie IIA contient des branes non-BPS de dimension impaire[12j. 
Une D2p -brane non-BPS en theorie IIB est definie comme une combinaison 
d'une D2p brane BPS et une D2p brane BPS de la theorie IIA soumise a 
l'operation (— 1) Fl , avec F L le nombre fermionique gauche de l'espace-temps. 
Par cette transformation la theorie IIA est transformee dans la theorie IIB. 
Comme cette operation change le signe des champs du secteur (R,R) et que 
les branes sont chargees sous un champ RR, il en resulte qu'une D - brane 
se transforme en une antibrane et inversement. Par consequent le systeme 
brane-antibrane est invariant sous cette transformation. De la meme maniere 
on peut definir des branes impaires non-BPS en theorie IIA. Etant construites 
a partir des paires brane-antibrane les branes non-BPS ne sont pas chargees 
sous les formes de RR. Leur tension est reliee a celle des branes BPS par 

-^non-BPS 

V2T BPS . (1.101) 

Les combinaisons brane-antibrane sont decrites en theorie IIB par l'am- 
plitude de l'anneau 17 [E1 : 

17 Pour les notations voir le chapitre 2. 
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A pp = 2- ip+1)/2 [\m + n\ 2 V 8 - \m-n\ 2 S s ] 

A pp = (mm + nn)(V 8 - S 8 ) + (mn + nrh)(0 8 - C 8 ), (1.102) 

avec m le nombre de branes et n le nombre d'antibranes. Les caracteres so(8) 
se decomposent selon : 



S 8 = Sp-iSg-p + Cp_iC9_p, C$ = Sp-iCg-p + Cp-i^g-p, (1.103) 

ou le deuxieme caractere de chaque produit decrit des degres de liberte in- 
ternes. Par exemple V 8 se decompose en un vecteur avec p — 1 composantes 
et 9 — p scalaires. 

Apres l'operation (— 1) Fl les branes et antibranes sont interchangees, ce 
qui implique en particulier une identification des facteurs de Chan-Paton 

n = m = N : 



App = 2 x 2- {p+ ^' 2 NNV 8 

App = NN[0 8 + V 8 -S 8 -C 8 } (1.104) 

Le facteur 2 dans l'amplitude A pp confirme la relation (|1.101jl . Le spectre 
contient un vecteur, un tachyon, (9 — p) scalaires et un fermion non-chiral 
dans l'adjointe du groupe de jauge U(N). 

Les theories de type I 18 , 50(32) et USp(32), contiennent des D9, D5 et 
Dl branes BPS et des branes non-BPS pour les autres valeurs de p. Pour 
p pair les branes non-BPS sont obtenues a partir des branes non-BPS de la 
theorie IIB en agissant avec la projection d'orientifold. Les branes non-BPS 
D(— 1), D3 et D7 sont obtenues a partir des paires brane-antibrane BPS de 
la theorie IIB. La D(—l) brane non-BPS dans la theorie SO (32) et la D3 
brane non-BPS dans la theorie USp(32) sont stables, car leurs spectres ne 
contiennent pas des tachyons. 

18 Voir le chapitre 2 pour leur definitions. 



36 



1.5 Dualites des cordes 



II existe 5 theories des cordes supersymetriques a 10 dimensions. Deux 
d'entre elles ont ete discutees dans les sections precedentes : les theories de 
type IIA et type IIB. Ce sont des theories des cordes fermees orientees. Une 
troisieme theorie est obtenue en jaugeant la parite sur la surface d'univers, 

en theorie IIB. Cette nouvelle theorie, dite de type I, contient des cordes 
fermees et ouvertes non-orientees. II existe aussi deux theories des cordes fer- 
mees, avec supersymetrie N — 1, dites les cordes heterotiquesp]. Nous avons 
vu que pour les cordes fermees les secteurs gauche et droit sont pratique- 
ment independants, n'etant relies que par la condition de raccordement des 
niveaux. Ceci est le point de depart pour la construction de la corde hetero- 
tique, qui est obtenue en mettant ensemble le secteur gauche de la corde 
bosonique en 26 dimensions avec le secteur droit de la corde fermionique a 
10 dimensions. 16 des champs bosoniques de gauche, X£(r + cr), a — 1, 16 
sont, en fait, des degres de liberte internes et la theorie resultante est une 
theorie a 10 dimensions. Les champs XI vivent sur un tore 16-dimensionnel. 
Leurs impulsions prennent des valeurs discretes et sont des vecteurs d'un 
reseau de dimension seize, Y : 

PleT, p a L = Pi el a =1,..., 16, Pi eZ, (1.105) 

ou e° forment une base de vecteurs de Y. L'invariance modulaire a une boucle, 
qui sera discutee dans le chapitre suivant, impose des restrictions sur les 
reseaux possibles. Y doit etre un reseau pair et auto-dual. A 16 dimensions il 
n'y a que deux choix possibles pour Y conduisant a deux theories differentes : 
la corde heterotique E$ x E$ et la corde heterotique SO (32). Le spectre de 
masse nulle de ces theories contient les memes etats que les secteurs (NS,NS) 
(graviton, tenseur antisymetrique et dilaton) et (NS,R) (gravitino et dilatino) 
des cordes de type I, plus les bosons de jauge de E 8 x E 8 ou S'0(32), obtenus 
par le produit tensoriel des modes bosoniques internes de gauche avec le 
secteur NS droit, et leurs partenaires supersymetriques, les jauginos(produit 
tensoriel des modes bosoniques internes de gauche avec le secteur R droit). 

L'existence de cinq theories differentes mettait en danger l'unicite de la 
theorie des cordes. Mais en 1995 il a ete conjecture [16J qu'en fait ces cinq 
theories sont reliees par des dualites et pourraient etre des differentes facettes 
d'une seule theorie, pas encore elucidee, la M-theorie. Cette idee a ete sug- 
geree par le fait que la limite de basse energie de la theorie de type IIA peut 
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M - theorie 



Heterotique 
SO(32) 



Heterotique 



T 




Type II A 



Type II B 



T 



Fig. 1.4 - Les dualites entre les differentes theories des cordes 

etre obtenue par reduction dimensionnelle de la theorie de supergravite a 
11 dimensions. La M-theorie correspondrait a une theorie fondamentale qui 
est relie a la limite de couplage fort de la theorie IIA et dont la limite de 
basse energie serait la supergravite onze-dimensionnelle. La compactification 
de la M-theorie sur un cercle serait equivalente au couplage fort de la theorie 
IIA, alors que la compactification sur un intervalle avec deux bords sur lequels 
vivent des champs de jauge E 8 correspondrait a la corde heterotique E 8 x E$. 

Les dualites qui relient les differentes theories de cordes supersymetriques 
en 10 dimensions sont : 

a) La T-dualite, discutee precedemment, qui rend equivalentes une theorie 
compactifiee sur un cercle de rayon R et une theorie compactifiee sur 
un cercle de rayon R' = a'/R. Sont reliees par cette dualite les theories 
de type IIA et IIB et egalement les deux theories de la corde hetero- 
tique. La T-dualite est une symetrie perturbative, satisfaite a tous les 
ordres du developpement en puissance de la constante de couplage g$. 
La T-dualite entre deux theories peut etre verifiee ordre par ordre dans 
le developpement perturbatif. 

b) La S-dualite, qui change le signe de la valeur moyenne du dilaton 
<$>^ — <$>, rendant equivalents le regime de couplage faible 
d'une theorie avec le regime de couplage fort d'une autre theorie. La 
theorie de type IIB est auto-duale sous la S-dualite, et la theorie de type 
I est reliee par S-dualite a la theorie de la corde heterotique SO (32). 
La S-dualite est de nature non-perturbative. La conjecture de S-dualite 
entre deux theories est etablie en comparant Taction effective des modes 
de masse nulle qui est fixee par la supersymetrie et ne peut pas etre 
modifiee par les corrections des boucles. Un autre outil est offert par 
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le spectre des etats BPS, comme les branes, par exemple, qui reste 
inchange lorsque la constante de couplage varie. 



1.6 Anomalies 

Les symetries des theories classiques peuvent etre brisees par des effets 
quantiques qu'on appelle des anomalies. Les anomalies proviennent des dia- 
grammes de Feynman qui n'admettent pas des regulateurs compatibles avec 
la conservation simultanee de tous les courants attaches. L'interpretation 
des anomalies differe selon s'il s'agit d'une symetrie globale ou locale qui est 
brisee. La brisure des symetries globales peut etre utile dans certaines theories 
pour des raisons phenomenologiques. En revanche la brisure des symetries lo- 
cales, comme l'invariance de jauge ou la covariance de la theorie , conduit 
a des inconsistances. Les anomalies apparaissent dans les theories chirales. 
En consequece les anomalies existent seulement en dimension paire 1920 . En 
dimension D = 2k, le plus simple diagramme de Feynman, qui est potentielle- 
ment source d'anomalies, est une boucle avec k + 1 bras externes. Pour les 
supercordes, D = 10, cela correspond a un diagramme hexagonal(fig ll.5|) . Les 
lignes externes peuvent etre des bosons de jauge ou des gravitons et les lignes 
internes sont des fermions ou des bosons auto-duaux(ou anti-auto-duaux) . 



Fig. 1.5 - Diagramme hexagonal generateur d'anomalies en 10 dimensions. 



En dimension impaire on ne peut pas avoir des spineurs de Weyl. 
Des anomalies de parite peuvent exister en dimension impaire. 
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En dimension D les anomalies sont representees par des (-D + 2)-formes, Id+2, 
qui sont des polynomes de trF m et trR m , ou F est le tenseur du champ de 
jauge et R = doo + oo 2 , avec u la connexion de spin, est d'une certaine maniere 
l'equivalent de F pour la gravitation 21 . Id+2 est, par construction, invariante 
de jauge et exacte. Elle determine localement une (D + l)-forme, Id+i '■ 



<D+2 



dI D+1 , (1.106) 



dont la variation sous les transformation de jauge est exacte, en consequence 
de l'invariance de jauge de Id+2 '■ 

5I D+ i = dI D . (1.107) 

L'anomalie est determinee comme l'integrale de Id- La condition d'annu- 
lation des anomalies est donnee par Id+2 = 0. 

Rappelons nous que la theorie de type IIB est une theorie chirale. Elle 
peut done presenter des anomalies. La theorie IIB ne contient pas de bosons 
de jauge, les anomalies possibles sont, done, de nature purement gravitation- 
nelle. 

En definissant : 

2k+l 1 / 1 \ m 

^-E^l l trR2m > (1.108) 
i=i ^ ' 

les polynomes pour les anomalies gravitationelles sont donnees par 22 : 
i) pour un fermion chiral de spin 1/2 : 



iff^O = i_Iy 2 + ^Ly 4 + ly2__L y 
1 J-J- \smUxiJ 6 180 72 2 2835 

1=1 x A / 



- -^—Y 2 Y 4 —Y 9 3 + ..., (1.109) 

1080 1296 2 ' 1 ' 

ii) pour un fermion chiral de spin 3/2 : 

2k+l 

h/2 = h/2(-l + 2 J] coshx,) = I l/2 (D - 1 + AY 2 + -Y 4 + ^Y 6 ...), 

i=i 



21 Pour une revue complete du formalisme des anomalies voir le volume 2 de "Superstring 
Theory", M.B. Green, J.M. Schwarz et E. Witten, Cambridge University Press, 1987. 
22 Un facteur global —i{2ir)~ D / 2 a ete enleve dans les formules suivantes. 
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iii) pour une tenseur auto-dual : 

I A = = _I _ Iy 2 + (ly 4 _ iy 2 2) + 

8 11 ItanhrrJ 8 6 v 45 9 27 

+ ^(-496F 6 + 588F 2 r 4 -140F 2 3 ) + ..., (1.110) 

Ces expressions contiennent les contributions des anomalies pour les di- 
mensions de la forme 4k + 2 pour tout k. Pour obtenir l'anomalie pour la 
dimensions D = 4k + 2 il faut extraire de ces expressions les termes d'ordre 
2(k + l). En revenant a la theorie IIB le spectre de la theorie de basse energie 
contient un gravitino de Weyl, un spineur de Weyl de chiralite oposee et une 
4-forme auto-duale. Leurs contributions : 



(j 1/2 ) 6 = —Y 6 — 

v 1 ' 2835 1080 

495 225 
U3/2J6 — - ooot . Y t 



Y 2 Y 4 - 


1 Y 3 


1296 2 






Y 2 Y 4 + 


63 y3 


1296 2 






Y 2 Y 4 - 




1296 2 



3/2J6 2g35 6 10g0 

496 224 

(I A ) 6 = F 6 + F 2 >4-— if, (1-111) 

v ;b 2835 1080 1296 2 ' K ' 

au polynome total d'anomalie : Ihb = (^1/2)6 _ (^3/2)6 + {I a) 6 s'annulent 
completement : Ihb = 0. La theorie IIB est consistante. 

Pour les theories qui contiennent des bosons de jauge il faut prendre en 
compte les anomalies de jauge ou mixtes. La formule utile dans ce cas est : 

I 1/2 (F,R) = tr(e* F )I 1/2 (R), (1.112) 

avec Ii/ 2 (R) donne par 1)1.109(1 . Par exemple la theorie de type I, qui sera 
presentee dans le chapitre suivant, contient des bosons de jauge et les anoma- 
lies de jauge et mixtes regoivent une contribution venant des jauginos. Cette 
contribution est annulee par le mecanisme de Green-Schwarz [14J. Ce mecan- 
isme consiste a introduire un nouveau couplage, qui n'est pas present dans 
la supergravite minimale, du tenseur antisymetrique, B^, 23 aux bosons de 
jauge et/ou au graviton : 

S 2 = I d 10 xBAtrF\ (1.113) 



23 En realite, comme on le verra dans la chapitre suivant, le tenseur antisymetrique, B^, 
du secteur (NS,NS) est elimine dans la theorie de type I, mais une 2-forme est toujours 
presente, la C2 du secteur (R,R). 
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ou trF A est un expression generique pour les termes d'ordre 4, (trF 2 ) 2 , trR A , 
trF 2 trR 2 etc. Dans la supergravite minimale de type I il y a deja un terme 
de couplage du tenseur B aux bosons de jauge : 

S x = J d 10 x*(dB) Atr(AAdA), (1.114) 

qui provient du terme H 2 . En effet dans la supergravite minimale N=l en 10 
dimensions, couplee a un systeme Yang-Mills, la supersymetrie impose que 
le tenseur de la 2-forme, B^, soit generalise de H = dB a : 

H = dB-u 3Y , (1.115) 
avec uj 3 y la 3-forme Chern-Simons, donnee par : 

2 o 

uj 3Y = tr(AdA + -A) 
Le tenseur de B, H, est invariant sous une transformation de jauge : 

6A = dA+[A,A], (1.117) 

ce qui implique la transformation de jauge suivante pour B : 5B = uj 2 y-, avec 
uj 2Y = tr(AdA), Su>sy = du> 2 y- Si est invariante de jauge si H est invariant 
de jauge, c'est a dire si B n'est pas invariant de jauge. En revanche, S2 est 
invariante de jauge si B est invariant de jauge. Si et S 2 ne peuvent, done, 
pas etre invariants de jauge en meme temps. Le diagramme de Feynman 
de la figure 11.61 contient les deux couplages et genere une contribution aux 
anomalies qui compense les anomalies de jauge et gravitationnelles venant 
du diagramme hexagonal. 

Les anomalies peuvent etre compensees par le mecanisme de Green-Schwarz 
si le polynome d'anomalies peut etre factorise sous la forme : 

J 12 = [trR 2 + k trF 2 )X 8 , (1.118) 

avec k une constante et X s un polynome d'ordre quatre en F et R. Comme 
J12 est exacte il en resulte que X$ est exact aussi. II y a deux choix possibles 
pour In. On a trF 2 = du 3 y et, egalement, trR 2 = du 3 L , ou oj 3 l est donnee 
par une expression analogue a (ll.llfij) en remplagant A par la connexion de 



(1.116) 
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Fig. 1.6 - Diagramme qui contribue aux anomalies. Une 2-forme de masse 
nulle est echangee entre deux bosons de jauge(ou gravitons) et quatre bosons 
de jauge(ou quatre gravitons ou deux bosons de jauge et quatre gravitons). 



spin, uj. Si on definit X 7 comme X 8 = dX 7 la forme la plus generale pour In 
est donnee par : 

hi = ^(uj 3L + ku 3 Y)X 8 + ^(trR 2 + ktrF 2 )X 7 +ad[((u 3L + kcu 3Y )X 7 }, (1.119) 

ou le dernier terme represente l'ambiguite dans la definition de hi avec a 
un parametre arbitraire. ho est alors obtenue, modulo une forme exacte, par 
Wii = dl w , done 

ho = (3 + a)(trR 2 + k trF 2 )X 6 + (i - a)(cu 2L + k u 2Y )X 8 , (1.120) 
avec 5X 7 = dX e et 5u 3 l = du2i- L'anomalie, G — f ho , est donnee par : 

G = (| + a) J (lu 3L + k co 3Y )dX 6 + (^ - a) J {u 2L + k co 2 y)X 8 . (1.121) 

Cette anomalie peut etre annulee par l'ajout dans le Lagrangian des ter- 
mes : 

S = (i - a) J B X 8 - (| + a) J (u 3L + k u 3Y )X 7 (1.122) 
et si la transformation de jauge pour le champ B est generalise a : 

5B = u 2 y - u 2 l, (1.123) 

43 



c'est a dire si le tenseur du B est generalise a 



H = dB - u 3Y + u 3L . (1.124) 

Pour la theorie de Type I (et la corde heterotique SO (32)) l'anomalie 
totale donnee par les diagrammes hexagonales est : 

/type I = h/ 2 (R) ~ h/2(R) ~ h/2(F, R) (1.125) 

et explicitement pour m jauginos : 
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1 -TrF 6 + — - — TrFHrR 2 



720 24-48 

m — 496 1 a 1 9 a 1 / 9x'?n 

+ trR 6 + trRhrR 4 + (trR 2 ) 3 } 

64 L 2-2835 4- 1080 8- 1296 v ; J 

+—trR 2 trR 4 + -^—(trR 2 ) 3 , (1.126) 
384 1536 V ; K ' 

ou Tr designe la trace dans la representation adjointe(les traces dans la 
representation fondamentale sont notees tr). Pour que l'anomalie (I1.126|) 
puisse etre factorisee il faut que le coefficient de trR 6 s'annule, c'est a dire 
que le groupe de jauge doit avoir 496 generateurs, m = 496. Ensuite en 
exprimant les traces dans la representation adjointe en fonction de celles 
dans la representation fondamentale, pour un groupe SO(n), 



TrF 2 = (n-2)trF 2 

TrF 4 = (n-8)trF* + 3(trF 2 ) 2 

TrF 6 = (n-32)trF 6 + 15trF 2 trF i , (1.127) 

on voit que pour le groupe SO (32) il n'y a pas de contribution trF 6 dans les 
anomalies. En plus ce groupe a 32 • (32 — l)/2 = 496 generateurs. L'anomalie 
se factorise dans la forme (11.1181) avec k = — 1/30 et 



X 8 = —TrF i --^—(TrF 2 ) 2 -—TrF 2 trR 2 + -trR A + — (trR 2 ) 2 . (1.128) 
8 24 7200 V ; 240 8 32 v J K ' 

L'anomalie peut, done, etre annulee par le mecanisme de Green-Schwarz. 
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Un autre groupe avec 496 generateurs est E s x E 8 (E 8 possede 248 genera- 
teurs), qui correspond a la corde hetetorique. Pour ce groupe TrF 6 est pro- 
portionnelle a (TrF 2 ) 3 et TrF 4 a (TrF 2 ) 2 . Le factorisation dans la forme 
(|1.118j) peut avoir lieu. 

D'autres possibilites pour le groupe de jauge sont [U (l)] 496 et E$ x [U (l)] 248 
mais on ne connait pas des theories des cordes qui possedent ces groupes de 
jauge. 
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Chapitre 2 

Orbifolds et Orientifolds 

2.1 Fonction de partition - le tore 

A la difference de la theorie des champs, en theorie des cordes les ampli- 
tudes du vide jouent un role important, car elles determinent le spectre per- 
turbtif. Interessons-nous a l'amplitude du vide a une boucle pour les cordes 
fermees bosoniques. 



x x+1 




1 

Fig. 2.1 - Representation du tore dans le plan complexe 

Une corde fermee qui effectue une boucle dessine un tore. Le tore peut 
etre represents comme un parallelogramme dans le plan complexe, avec les 
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cotes opposees identifiers (fig l2.1|h La structure complexe du tore est decrite 
par un parametre complexe, r = T\ + rr 2 , appele parametre de Teichmuller. 
Mais toutes les valeurs de r ne correspondent pas a des tores inequivalents. 
Plus precisement toutes les valeurs reliees par la transformation : 

CLT + b 

t — > -, avec ad — be — 1, a,b,c,d£Z (2.1) 

ct + d 

decrivent le meme tore. La transformation (|2.1|) decrit le groupe modulaire 
PSL(2,Z) = 5L(2,Z)/Z 2 , qui est engendre par les deux transformations : 

T:r->r + l, S : r -> — . (2.2) 

r 

On peut noter que la transformation S echange les cotes horizontal et oblique, 
alors que la transformation T redefinit le cote oblique. 

Les valeurs independantes de r sont contenues a l'interieur de la region 
fondamentale : 



F={-l/2 <n< 1/2,| t \> 1}. (2.3) 

L'expression de l'amplitude du vide a une boucle pour un champ de masse 
M est donnee par (voir [Uj) : 

ou la trace Str prend en compte la multiplicite et les signe "-" pour les etats 
fermioniques, V est le volume de l'espace-temps et e est un cut-off ultraviolet. 

Appliquons cette formule aux cordes fermees bosoniques. On rappelle que 
la dimension critique dans ce cas vaut D = 26 et que l'operateur de masse 
est donne par : 

M 2 = —(N + N -2), (2.5) 

a 

avec la contrainte N — N = 0. Cette contrainte peut etre imposee en intro- 
duisant une fonction 5 : 

5{N-N)= ds e 2nls(N - N) . (2.6) 

J -1/2 
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On obtient alors 



r = " 2^ C ^ 1^ ^ (e- ( " +S - 2 V-<«-»>) . (2.7) 

L'expression (j5.4j) peut etre mise sous une forme plus concise en definis- 
sant le parametre de Schwinger : 



et en definissant : 



T = Tl +iT 2 = s + i— (2.8) 



q = e Im \ q = e~ ImT (2.9) 



pour obtenir : 



r -w/>f I*"" 1 ' (2 ' 10) 



Le parametre de Schwinger, r = t\ + ir 2 , est identifie au parametre Te- 
ichmiiller du tore. Par consequent il faut restreindre l'integration a la region 
fondamentale T . Cette restriction introduit un cutoff UV. Apres un change- 
ment de normalisation l'amplitude sur le tore prend la forme : 



T= / —i~ 2 tr q N - l f-\ (2.11) 



Cette expression definit la fonction de partition pour la corde fermee bosonique 
et peut etre generalisee pour tout modele de cordes fermees orientees si on 
connait les operateurs de Virasoro. 

Dans la suite on va calculer explicitement l'amplitude 1)2.11^ pour la corde 
bosonique. On rapelle l'expression des operateurs de Virasoro dans ce cas : 



CO 



N = J2 Ua n a n,h N=J2 n ^n V, (2-12) 

n+1 n=l 

ou nous avons utilise les operateurs d'annihilation et de creation avec la 
normalisation habituelle pour l'oscillateur harmonique. On obtient alors : 
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24 oo „ 24 oo oo 



-| Xj-Tt L*J - d ij-t t^_> 

tr g^- 1 = - n n tr ^ n aU an ' 1 ~n i ix! ■ ^ " : an ' 1 1 fc > 

^ i=l n=l i=l n=l k=0 

1 24 oo oo 1 24 oo f 24 oo . 

=innE(«")'=innd+«"+« 2 "+-)=innA„ 

y i=l n =l fc=0 H i=l n=l y i=l n=l y 
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y /24 rr=i(w 

et la fonction de partition vaut 



n=l 

Les transformations modulaires de la fonction r\ : 



(2.13) 



d 2 r 1 1 



ou 77 est la fonction de Dedekind : 

v(r) = q 1/M H(l-q n )- (2-15) 



T : t?(t + 1) = e^r](r), S : r/(-l/r) = V^irrjir), (2.16) 

impliquent l'invariance de la combinaison r 2 2 | 77 | 2 . La mesure oPt/t. 2 etant 
egalement invariante sous 5 et T il resulte que la fonction de partition est 
invariante sous le groupe modulaire. 



2.2 Orientifold 

Les modeles d' orientifold [T£] sont des theories de cordes fermees non- 
orientees ou des theories des cordes fermees et ouvertes non-orientees. 



2.2.1 Cordes fermees non-orientees 

Jusqu'a present nous avons discute des theories des cordes orientees. Mais 
la surface d'univers possede une symetrie que nous n'avons pas prise en 
compte. La transformation de coordonnees : 

a' = I - a, t' = t, (2.17) 
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avec I = it pour la corde ouverte et / = 2ir pour la corde fermee, change 
l'orientation de la surface d'univers. Cette symetrie est generee par la parite 
sur la surface d'univers, Q. A partir des developpements en oscillateurs (jl.lSj) 
et (|1.20|) on peut en deduire Taction de Q sur les oscillateurs : 

ficOr^a* ^H-^a:, (2.18) 
pour la corde fermee, et 

n^n- 1 = (-i)x (2.19) 

pour la corde ouverte. A partir de 1)2. 17|) on voit que Q 2 = 1. Le spectre est, 
done, partage en etats pairs et impairs sous Q. Etant donne que deux etats 
impairs qui interagissent donnent naissance a un etat pair il resulte que que 
la seule maniere consistente de tronquer le spectre est de garder les etats 
pairs. Par exemple pour les cordes fermees bosoniques au niveau non-massif 
on gardera le dilaton et le graviton qui sont pairs sous f2, alors que le tenseur 
antisymetrique B^ u sera elimine. Au niveau non-massif le modele des cordes 
fermees orientees bosoniques contenait (24) 2 degres de liberte, dans le modele 
des cordes non-orientees il restent 24(24 + l)/2 degres de liberte. A noter que 
le tachyon reste present dans les theories non-orientees. 
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Fig. 2.2 - La bouteille de Klein. L'anneau. La bande de Mobius (en haut : 
la canal direct ; en bas : le canal transverse) 

Dans la section precedente nous avons calcule l'amplitude du vide a une 
boucle pour les cordes fermees orientees qui est donnee par l'amplitude sur 
le tore, qui est la seule surface fermee orientee avec nombre d'Euler zero. En 
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revanche les cordes non-orientees peuvent parcourir aussi des surfaces non- 
orientees, ce qui laisse encore une possibility, la bouteille de Klein(/i = 0, b = 
0, c=2). 




1 



Fig. 2.3 Les polygones fondamentaux pour la bouteille de Klein 

Comme pour le tore on peut representer la bouteille de Klein dans le plan 
complexe ffig !2.3|) et on a le choix entre deux polygones. Pour le premier, de 
cotes 1 et ZT2, les cotes verticaux sont identifies comme dans le cas du tore, 
mais les cotes horizontaux ont des orientations opposees. Cette representa- 
tion decrit la propagation dans une boucle d'une corde fermee qui subit une 
inversion de son orientation, r 2 etant le temps propre sur la surface d'univers. 
Le deuxieme polygone est obtenu en divisant par deux le cote horizontal et 
en doublant le cote vertical. On obtient alors un tube termine par deux cross- 
caps et le temps s'ecoule "horizontalement", cette representation decrivant la 
propagation d'une corde fermee a l'ordre des arbres entre deux crosscaps(fig 
12.2ft . Ces deux choix de temps propre sont reliees par une transformation S. 

La bouteille de Klein est obtenue a partir du tore de double recouvrement, 
avec parametre de Teichmiiller 2ir 2 , par l'involution z — > 1 — z + ir 2 . 

Pour decrire le spectre des cordes fermees non-orientees il faut inserer dans 
la fonction de partition le projecteur Ceci revient a diviser par deux la 
contribution du tore et a rajouter l'amplitude provenant de la bouteille de 
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Klein 



d 2 r 1 . 1 + Q I 

2 '2 



T= r—— 2 tr ^q N ~' = ^ + IC, (2.20; 



ou : 

J2 



k = 5 / T^ ir ( ^ f ' ln ) ■ (2 ' 21) 

En utilisant le fait que Q \ L,R>=\ R,L> on obtient : 



tr (q 1 *- 1 f- 1 ^ = < L,R \ q N ^ f~ l Q \L,R>= 

L,R 

= J2< L > R \ q N ~ 1 f~ 1 \R,L>= ^ <L,L\ {qqf- 1 \L,L> .(2.22) 

L,R L 

Le calcul de la trace est ensuite analogue a celui effectue dans le cas du 
tore et la resultat est : 

1 f°° dr 2 1 

Ceci represente l'amplitude de la bouteille de Klein dans la canal direct 
(ou a une boucle) et elle depend du temps propre "vertical" r 2 . L'amplitude 
dans le canal transverse ( ou a l'ordre des arbres) est obtenue par une trans- 
formation S et elle depend du temps propre "horizontal" f = —l/r Klein = 
-l/(2ir 2 ) =il : 

K, = — / dl——-. (2.24) 

II est interessant de regarder le developpement en puissances de q des 
integrands de T et /C, en faisant attention a ne garder pour le tore que 
les termes avec puissances egales de q et q qui respectent la condition de 
raccordement des niveaux : 



\r^\{{qq)- 1 + {2Af + ...), 

K^\mr X + (24) + -..)• (2-25) 
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On voit done que la combinaison |T+/C reproduit bien le spectre projete, 
en particulier au niveau non-massif on retouve 24(24 + l)/2 degres de liberte 
et le tachyon est toujours present. 

L'amplitude de la bouteille de Klein n'est pas protegee par l'invariance 
modulaire, comme le tore, et elle presente dans le canal direct une divergence 
ultraviolete, r 2 — > 0, qui, dans le canal transverse, devient une divergence 
infrarouge, I — > oo. II est plus simple d'examiner cette divergence dans le 
canal transverse. Un etat de masse M ayant une contribution proportionnelle 
a : 

POO 1 

on peut voir que la divergence provient des etats de masse nule avec impulsion 
nulle. Dans le cas des cordes fermees bosoniques il s'agit du dilaton. Comme 
on va le voir dans la suite, l'introduction d'un secteur des cordes ouvertes 
dans la theorie permet d'eliminer la divergence. 

2.2.2 Cordes ouvertes - facteur de Chan-Paton - annu- 
lation des tadpoles 

Les cordes ouvertes admettent une generalisation grace au fait qu'elles 
possedent deux points speciaux, leurs bouts. On peut attacher a chaque bout 
une charge, nominee charge de Chan-Patonf22]. Ces nouveaux degres de lib- 
erte ne sont pas dynamiques, mais permettent l'introduction des groupes de 
jauge non-abeliens en theorie des cordes[20j. 

Une corde ouverte qui effectue une boucle decrit un anneau. Comme pour 
le tore et la bouteille de Klein l'anneau peut etre represents dans le plan 
complex par un polygone(fig I2.4|) et il y a deux choix pour ce polygone. 
Pour la premiere, de cotes 1 et ir 2 , les cotes horizontaux sont identifies et 
les cotes verticaux correspondent aux deux frontieres. r 2 est le temps propre 
pour une corde ouverte qui se propage dans une boucle. Dans la deuxieme 
representation le temps s'ecoule horizontalement et e'est une corde fermee qui 
se propage entre deux frontieres ( fig 12 .2|) . Ces deux representations sont reliees 
par une transformation S. L'anneau peut etre obtenu a partir de son tore de 
double recouvrement de parametre de Teichmiiller ir 2 /2 par les involutions : 
z — > —z et z — > 2 — z. 

Calculons l'amplitude de l'anneau pour la corde bosonique. On associe une 
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1 

Fig. 2.4 - Les polygones fondamentaux pour l'anneau 



multiplicity N a chaque bout de la corde ouverte. En utilisant l'expression 
de l'operateur de masse : M 2 = — (JV — 1) dans la formule (12 .4j) on obtient : 

„ N 2 f°° dr 2 . i (N n , N 2 f°° dr 2 1 

L'amplitude dans le canal transverse est obtenue par la transformation S 
a partir de (|2.27|) et depend du parametre f = —l/r = 2/{ir 2 ) = il : 

■ 4 = — /„ (2 - 28 » 

Dans le chapitre precedant nous avons introduit la notion de Dp-brane. 
Deux .Dp-branes interagissent en echangeant des cordes fermees comme dans 
la figure l2~5l L'amplitude est un anneau et peut etre vue egalement comme 
la propagation a une boucle d'une corde ouverte tendue entre les Dp-bvanes. 
Elle est donne par une expression de la forme (|2.27B . Si on reecrit l'amplitude 
(I2.27jl en reintroduisant tous les facteurs initiaux, 



N 2 V 26 f°° dr 2 , . } ( 
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Fig. 2.5 - Deux Dp - branes interagissant par l'echange d'une corde fermee. 



alors l'interaction de deux Dp-branes s'obtient en remplagant le nombre de 
dimensions 26 avec p + 1 et en rajoutant un terme de masse additionnel lie 
a la tension de la corde ouverte tendue entre les deux _Dp-branes[HH : 

V p+1 r dT 2 ~r 2 Y.Y 1 



(4ttV) (p+1)/2 J T (p+m+i e 7] 2 \iT 2 /2y 1 ' 

ou Y m = x™ — x™ est la separation des branes et le facteur de Chan-Paton 
iV 2 est devenu 2, car il y a deux orientations possibles de la corde ouverte. 

Une corde ouverte qui effectue une boucle et qui subit une inversion d'ori- 
entation decrit une bande de Mobius. Dans le polygone de la figure 12.61 de 
cotes 1 et ir 2 les cotes horizontaux sont identifies, mais avec des orientations 
opposees et les cotes verticaux decrivent deux portions de la meme frontiere. 
r 2 est le temps propre qui s'ecoule lorsqu'une corde ouverte parcourt la bande 
de Mobius. On peut egalement chosir un temps "horizontal", dans ce cas la 
bande de Mobius est representee comme un tube termine par un crosscap 
et une frontiere et c'est une corde fermee qui se propage. Le parametre de 
Teichmuller pour le tore de double recouvrement est r = 1/2 + ir 2 /2 et on 
obtient la bande de Mobius par l'involution : z — > 1 — z + ir 2 . Le canal direct 
et la canal transverse sont relies dans le cas de la bande de Mobius par la 
transformation P = TST 2 S : 



1 iTo s 
P : - + — ±> 

2 2 



T 



-l + ir 2 t 2ir 2 



1 + IT 2 



l + iT 2 1 + ir 2 



l + ir 2 t 1 
2ito * 2 



% 

2^2 



(2.31) 
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1 

Fig. 2.6 - Les polygones fondamentaux pour la bande de Mobius 



L'amplitude sur la bouteille de Mobius est donnee par : 



N f°° dr 2 , n i (N 1U eN f°° dr 2 1 

avec 77(1/2 + r) = q l,2A ]\™ =1 (l - (-l) n q n ). Le 1/2 dans l'argument de la 
fonction 17 est une consequence de la relation : fla^fl' 1 = (— l) n a^ et e = ±1 
est un signe qui provient de Taction de fl sur les facteurs de Chan-Paton. 
Si on designe par > un etat de la corde ouverte, avec ij) l'etat des 

champs de la surface d'univers et i et j les facteurs de Chan-Paton associes 
aux extremites gauche et droite, Taction de fl sur \ip,ij > s'ecrit|2T] : 



Q : >^ ( 7 n)«'|V, > (t^W (2-33) 

En agissant deux fois avec fl : 

fl 2 : |Wj >^ (7n(7n) _1 )n'l^,j" > (t^W (2-34) 

et en imposant fl 2 = 1 il resulte que : 7^ = ± 7 n- Si 7 q est symetrique on 
peut choisir une base telle que 7^ = /. Dans le cas ou 7 ^ est antisymetrique 
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on peut choisir une base telle que 



7n = ( _° u " Q ) . (2.35) 

Le signe e de l'amplitude de la bande de Mobius est donne par le facteur 
7 1 r(7o7Q 1 ) qui provient de Taction (|2.33j) de Q sur les facteurs de Chan- 
Paton. 

La transformation P permet d'obtenir l'amplitude de la bande de Mobius 
dans le canal transverse : 

^ = 2 4f d Wrw <2 ' 36) 

avec / = l/(2r 2 ). Le facteur 2 reflete la possibility d'interpreter AA comme la 
propagation d'une corde fermee d'une frontiere a un crosscap ou d'un crosscap 
a une frontiere. Ceci montre que M. peut etre aussi calcule directement a 
partir de K, et A comme leur moyenne geometrique. 
Le developpment en puissance de ^Jq de A + M. : 



A^—((VQ)- 1 + (24) + ...), 

^-^((v^)" 1 " (24) + .-.), (2-37) 

montre que pour e = 1 au niveau de masse nulle il y a iV^iV — l)/2 vecteurs 
ce qui correspond a un groupe de jauge orthogonal. Le cas e = — 1 conduit a 
un groupe de jauge symplectique. 

L'anneau et la bande de Mobius present aussi une divergence qui provient 
dans la canal transverse de la propagation des etats de masse nulle avec un 
impulsion zero. Les termes divergents de /C, A et M. ont une contribution 
proportionnelle a 1 : 



1 2~ 13 
K. + A + M ~ -(2 13 + 2- 13 iV 2 - 2eN) = —(N - e2 13 ) 2 , (2.38) 

qui s'annule pour = 2 13 = 8192 et e = 1. Le groupe de jauge de Chan- 
Paton est done SO (8192) [12]. La condition que la somme des divergences 

J La contribution de la bande de Mobius comporte un signe "-" car Petat de masse nulle 
apparait avec un signe "-" dans le developpement H2.37H . 
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(I2.38J) s'annule s'appelle une condition de tadpole, car les divergences appa- 
raissent a partir des fonctions a un point pour le dilaton devant une frontiere 
ou un crosscap. A noter que la divergence infrarouge due a la propagation du 
dilaton dans le canal transverse pour / — » oo ne reflete pas une inconsistance 
de la theorie, mais simplement le fait que le vide a ete mal defini. Ceci ne sera 
pas le cas pour d'autres etats qui apparaissent, par exemple, dans les modeles 
supersymetriques et dans ces cas la condition d'annulation des tadpoles sera 
obligatoire pour la consistence de la theorie, ce qui justifiera l'introduction 
d'un secteur des cordes ouvertes. 



2.2.3 Amplitudes du vide pour les cordes supersymetriques 

Pour calculer les amplitudes du vide pour la corde fermionique nous avons 
besoin de nous rappeler que dans ce cas la dimension critique vaut D — 10 
et que le spectre contient deux secteurs, le secteur de Neveu-Schwarz (NS) 
et le secteur de Ramond(R) et l'operateur de masse est donne par : 

M 2 = —(N + N — 2a), (2.39) 
a' 

ou N = + N^fl englobe les contributions des fermions et des bosons 
et a vaut 1/2 dans le secteur NS et dans le secteur R. Dans les sections 
precedentes nous avons deja calcule la contribution des bosons. Pour les os- 
cillateurs fermioniques on obtient : 

8 

tr^Er'tf-A,*) = JJ JJ tr ( 5 rt<_ P 6r,i) = JJ(1 + q r ) 8 , (2.40) 

i=l r r 

ou r est un entier allant de 1 a oo pour le secteur R et un demi-entier dans 
le secteur NS et ou nous avons tenu compte du principe de Pauli. 

En mettant ensemble les contributions des bosons et des fermions on 
obtient pour le secteur NS : 



W ' 9 1/2 n~ =1 (l-4 m ) 8 9 1/2 IC=,(l-9™) 8 1 ' 
et pour le secteur R : 

tMqK) = 16 fei-r- (2 ' 42) 
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ou le coefficient 16 reflete la degenerescence de l'etat fondamental dans le 
secteur R. 

Dans la suite on va s'interesser aux amplitudes du vide pour la theorie 
IIB. II faut done inclure dans la trace la pojection GSO : 



tr 



NS 



m-l/2\8 



i - (-i) F " lN -iA = n^iO+i 

2 q J 2gV2 n - =i( i_ gm) 8 



tr* 



i + r B (-i)*V\ i6n^=i(i + ^) 8 



■Q 



(2.43) 

2 n^ = i(i-? m ) 8 ' {2M) 

ou Fns,r sont les operateurs nombre fermionique sur la surface d'univers et 
l'insertion de (— 1) Fnsr change le signe des contributions avec un nombre 
impair d'oscillateurs fermioniques et T 9 est l'operateur de chiralite dans les 
dimensions transverses. 

L'amplitude resultante s'ecrit de maniere compacte en utilisant les fonc- 
tions de Jacobi, definies par : 



a 






(A 



-) = ^ q ±(n+a) 2 e 2ni(n+a)(z+p) 



(2.45) 



e 2nia(z+P) q SL- JJ (1 _ ?n ^j + ? n+Q-l/2 e 2 7 ri( 2 +/3)^ 1 + q 7i-a~l/2 e ~2-ni{z+0)y 



n=l 



Sous les transformations modulaires les fonctions 6 se transforment de la 
maniere suivante : 



T : 

s-.e 

En notant que 2 : 



a 




_3_ 


(A 


a 




&_ 


{A 



(3 + a- 1/2 



(At), 



[z It). 



(2.46) 



1/2 

2 A noter egalement le fait que 9 y 2 (0|r) = 0. 
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1/2 




(0|r) 



r) 



r] 12 (r) 



16 
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m^8 ' 



(0|r) _^ 4 (oir)_n^ =1 (i+^ 1/2 ) 8 



r/ 12 (r) 



ra"\8 ' 





1/2 



^1(0 |r) n^=i(i+? m - 1/2 ) f 



V 2 (r) 



^ 12 (t) g 1/2 n^=i(i-9 m ) 8 ' 



on peut voir que l'amplitude du tore pour la theorie IIB s'ecrit : 

<f 2 r 0|(O|r) -0|(O|r) -0f(O|r) 2 



T 



2?7 12 (r 



(2.47) 



(2.48) 



On peut facilement verifier a l'aide des transformations (I2.4fijl que (I2.48B 
est invariante modulaire. Egalement la fameuse aequatio identica satis ab- 
strusa de Jacobi : 



M M o4 
U 3 - °4 ~ U 2 



0, (2.49) 

montre que l'amplitude 1)2. 48j) est nulle, ce qu'il fallait attendre puisque la 
theorie IIB est supersymetrique et contient, done, un nombre egal de degres 
de liberte fermioniques et bosoniques. 

L'amplitude ()2.48|) peut s'ecrire de maniere encore plus compacte en util- 
isant les caracteres du groupe so(8) : 



n4 1 q4 n4 q4 

n4 1 n4 n4 q4 

Vg repesente la trace sur les etats du secteur NS qui subsitent apres la 
projection GSO (12.43)1 et Og represente la trace sur toutes les autres etats : 

8 = tr NS ( 1 + qN-iA . (2 _ 51) 
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Si on developpe 8 et V 8 en puissances de q 



8 = q- 1/6 (l + 28q + ...), 

= (z-^C&z 172 + 6V /a + •••), (2-52) 

et si Ton tient compte de l'energie du point zero pour les bosons de la surface 
d'univers, (g _1// ^ 24 ^)8 = g _1//3 , on voit que le developpement de Og commence 
par g~ 1,/2 , ce qui correspond a un scalaire de masse M 2 = —1/a', le tachyon 
de la corde ouverte, et que Vg commence avec un etat non-massif avec 8 
degres de liberte, qui est le vecteur de la corde ouverte fermionique dans le 
secteur NS apres la projection GSO. 

Les caracteres S s et C 8 decrivent chacun une des deux parties du spectre 
du secteur R : T = 1 et T = -1, avec T = r 9 (-l) FR . 

En general pour une algebre so(2n) les caractheres sont definis par : 



_ v 3 + v 4 _ u 3 - u 4 

^>2n — — — > V 2n ~ 



5. 



2n 



2r] n 
2rf ; 



C2n 



2r] n ' 
2rf 



Les trasformations modulaires pour le vecteur 
les matrices : 



/ 2n \ 

v 2n 

S211 

V c 2n j 



(2.53) 



sont donnees par 



1 



/111 1 \ 
11-1-1 

1 -1 i~ n 



—1 



J 



\ 1 -1 -1 

T = e - inir/12 diag(l, -1, e in7r/ \ e inw/4 ) 



(2.54) 



(2.55) 



( c s \ 

s -c 

Cc i(s 

\ i(s (c / 



(2.56) 
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ou c = cos(mr/4), s = sin(n7r/4), ( = e m7r / 4 et la transformation P 
agit sur les caracteres \i — e~' m<yhl ~ c l 2A ' > Xii ou ^« son t les poids conformes 
{h , h v , h s , h c } = {0, 1/2, n/8, n/8}. 

Les amplitudes du vide pour les supercordes s'expriment en fonction des 
caracteres so(8) divises par r/ 8 (r) et les matrices des transformations modu- 
laires T et P prennent une forme tres simple pour les combinaisons : 

S§ Cg 

^8' ^8' ^8' ^8' l/.Og 

T = diag(-1, 1,1,1), P = diag(-1, 1,1,1). (2.58) 
Avec les caracteres so(8) l'amplitude du tore pour la theorie IIB s'ecrit : 

T = I ^^Te\Vs-Ss\ 2 (2.59) 

et on peut facilement verifier qu'elle est bien invariante sous les transforma- 
tions modulaires. Dans la suite on va laisser implicites dans les expression 
l'integration et la contributions des bosons de la surface d'univers, done : 

T IIB =\Vs-S 8 \ 2 . (2.60) 
Pour la theorie IIA l'amplitude du tore s'ecrit : 

T 1Ik = (V 8 -S 8 )(V 8 -Cs). (2.61) 

A partir des caracteres so(8) on peut construire encore deux amplitudes, 
invariantes sous les transformations modulaires, qui correspondent aux deux 
theories nonsupersymetriques OA et 0B[22j : 



^oa — | | +|T / 8 | +SgCs + CgSg, 

T 0B =|O 8 | 2 + |V 8 | 2 + |5 8 | 2 + |C 8 | 2 . (2.62) 

A noter que les theories OA et OB ne contiennent pas des fermions d'espace- 
temps et que le tachyon est present dans le spectre. La projection GSO pour 
la theorie OB est donnee par (1 + (— 1) Fl+Fr )/2 dans les secteurs NS et R, 

alors que pour la theorie OA la projection est (1 + (— 1) Fl +Fr )/2 dans 

le secteur NS et (1 — (— 1) f i R)+f r 1> )/2 dans le secteur R. 
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Rapellons qu'il existe en 10 dimensions deux autres theories supersymetriques, 
la corde heterotique SO (32) et la corde heterotique E$ x E$. Leurs fonctions 
de partitions sont donnees par : 

7sO(32) = (V 8 — S 8 )(0 32 + S 32 ) = 

= (V 8 -S 8 )(d 2 16 + 9,1 + ^ + 0^) (2.63) 

Te 8 xe 8 = (V 8 - S s )(0 16 + 5i 6 )(Oi 6 + S 16 ) (2.64) 
Les caracteres so(32) et so(16) decrivent les degres de liberte internes. 

2.2.4 La theorie de type I 

Dans cette section on va discuter l'orientifold de la theorie IIB. Les am- 
plitudes de la bouteille de Klein, de l'anneau et de la bande de Mobius dans 
le canal direct sont obtenues de fagon similaire que pour la corde bosonique : 



1 r° dT 2 (v 8 -s 8 )(2iT 2 ) 

2j T$ V *(2iT 2 ) ' 

rdr 2 (Vs-S 8 )(lir 2 ) 

2 io r| r,^ir 2 ) ' 

eN rdr 2 (Vs-S 8 )C 2 ir 2 + l) 
2 J, r| V s C 2 iT2+ 1 2 ) 

La bouteille de Klein symetrise le secteur NS-NS en eliminant au niveau 
de masse nulle le tenseur antisymetrique, B^ u et en gardant le graviton et 
le dilaton. Le secteur R-R est antisymetrise, ce qui elimine la 0-forme et la 
4-forme et garde la 2-forme. Comme l'amplitude du tore doit etre multipliee 
avec 1/2, la moitie des etats des secteurs NS-R et R-NS subsistent : un 
gravitino et un dilatino(au niveau de masse nulle). Le spectre resultant est 
supersymetrique avec N = (1, 0). Les amplitudes dans les canaux transverses 
sont obtenues par les transformations S et P : 



(2.65) 
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o5 roc 



dl 







gW>g)g) 



A 
M 



r] s (il 



2~ 5 n 2 y°° dl (V 8 -Ss)(il) 
2 7o V 8 (U + l) 



(2.66) 



et la condition d'annulation des tadpoles, 



25 
2 



o. 



(2.67) 



implique = 32 et e = — 1 ce qui correspond au groupe 50(32). A noter que 
la condition (I2.67|) s'applique autant au dilaton qu'au secteur R-R. L'ampli- 
tude du cylindre A decrit l'interaction entre deux D9-branes, selon la formule 
(j2.30|) . De la meme maniere l'amplitude de la bouteille de Klein K decrit 
l'interaction entre deux objets non-dynamiques, des orientifolds 09. Les ori- 
entifolds ou Op - planes sont des hyperplanes avec p dimensions spatiales 
qui sont invariantes sous la transformation Q. Comme les Dp - branes, les 
Op - planes couplent a une p + 1 forme et ils possedent une tension et une 
charge, a la difference que leur tension peut etre negative. Les orientifolds ne 
contiennent pas de la matiere. II y a plusieurs types d'orientifolds : 





tension 


charge 


0+ 






o + 








+ 


+ 


0_ 


+ 





La theorie de type I contient des orientifolds 09+ et la condition d'an- 
nulation des tadpoles traduit la compensation de la charge et de la tension 
entre les 09 + - planes et le D9 - branes. Les conditions d'annulation des 
tadpoles NS-NS et R-R sont tres differentes. Comme nous l'avons explique 
dans le cas de la corde bosonique, un tadpole NS-NS non nul indique que 
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le vide de la theorie doit etre redefini. En revanche la loi de Gauss interdit 
l'existence d'une charge non nulle dans un espace compact. Ceci laisse une 
deuxieme possibility [21] pour construire une theorie consistante, mais avec 
un tadpole residuel pour le dilaton. Dans ce deuxieme modele l'amplitude de 
la bande de Mobius vaut : 



M = j(Vs + S 8 ), 

M = N(V 8 + S 8 ) (2.68) 

La condition d'annulation des tadpoles de R est toujours satisfaite pour 
N = 32, en revanche le tadpole du dilaton est non nul. Les orientifolds dans 
ce modele sont des 09_ -planes. La presence simultanee des D-branes et 
antiorientifolds brise la supersymetrie. La formule de l'amplitude de l'anneau 
dans le canal direct ()2.65|) et l'equation 1)2.68)) montrent qu'au niveau de 
masse nulle il y a N(N + l)/2 vecteurs ce qui correspond au groupe USp(32). 
Les fermions de masse nulle sont en nombre de N(N — 1)/2, la supersymetrie 
est, done, brisee. 



2.3 Compactification toroidale 



Dans la section 1)1.41) nous avons discute la compactification d'une coor- 
donnee sur un cercle. A present nous allons exposer la maniere dont cette 
compactification se traduit dans les amplitudes du vide a une boucle. Nous 
rappelons que les impulsions gauche et droite pour la coordonnee compacte 
sont donnees par : 

m nR 

et que les operateurs de Virasoro s'ecrivent : 



/ 9 CO 

a pi 

L = — h 2 ,(X-n(Xn, 



4 

n=l 



/ 2 00 

U = ^R+Y,U- n a n (2.70) 



71=1 
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Dans le calcul des amplitudes l'integrale sur l'impulsion est remplacee par 
une somme discrete : 



" PL _ a PR 

> \ ± ± (o 71) 

Par exemple la fonction de partition pour la theorie IIB devient : 

/ 2 / 2 

a PL . a PR 

T=\V 8 -S 8 \ 2 Y q 4 q 4 (2.72) 

Pour la bouteille de Klein la projection il ne permet que la propagation 
des etats avec pl = pr ou autrement n = 0. Par consequent l'amplitude de 
la bouteille de Klein devient : 

i a'm?/AR 2 

K= - ( y 8 - S8 ) ( 2 iT2 )^i_, (2 . 73) 

avec g = e _47rT2 . Pour obtenir l'amplitude dans le canal transverse on utilise 
la formule de resommation de Poisson : 

^ e -W + 2^ = fl -l/2 £ e -^. (2 74) 

Dans la canal transverse ne se propagent que les etats avec m = et nombre 
d'enroulement pair : 

o5 D J2n) 2 R 2 /4a' 

K = -V^ V * - s ^ (»0 E I77n . ( 2 - 75 ) 



r/(iZ) 
avec g = e~ 27r/ . 

Le tadpole de R-R pour n = impose l'introduction d'un secteur des 
cordes ouvertes. Les cordes ouvertes avec conditions aux bords de Neumann 
ne possedent pas de nombre d'enroulement. Les amplitudes de l'anneau et 
de la bande de Mobius s'ecrivent : 
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A = >Ws)(?)£ 



N j' T 1 a'm 2 /2R 2 

M = -- i V s -S M ^ + -)^ w ±^- Wy (2.76) 

avec q = e~ 2nT2 . Dans le canal transverse de l'anneau se propagent que les 
etats avec m = 0, alors dans le canal transverse de la bande de Mobius se 
propagent les etats avec m = et nombre d'enroulement pair : 



A = —z — 7=7(^8- flOM rn , 

2iV i? ~ ^ a (2n) 2 « 2 /4«' 



2.4 Orbifolds 



Les orbifolds [26j [29jsont des modeles qui presentent des spectres in- 
teressantes pour la phenomenologie. Des alternatives phenomenologiques des 
orbifolds sont les compactifications sur les varietes de Calabi Ya,u[2"7] et les 
constructions des cordes fermioniques en quatre dimensions |2Hj- 

Du point de vue gometrique l'orbifold f2H| generalise la notion de variete 
en permettant qu'un ensemble discret des points, qui sont les points fixes, 
de la variete soient singuliers. Les points fixes de Taction G : M — > M d'un 
groupe discret G sur une variete M sont les points x G M pour lesquels 
gx = x, Wg G G(g 7^ identite). L'orbifold est defini comme l'espace quotient 
M/G construit par Identification des points de la variete M par la relation 
d'equivalence x ~ gx, \/g G G. 

Exemple. Le cercle M = S 1 parametrise par x = x + 2nr avec Taction 
du groupe G = Z 2 : S 1 — ► S 1 qui agit comme g : x — > —x creent l'orbifold 
S ,1 /Z 2 qui est le segment [0, nr] avec les points fixes x = et x = nr. 

En theorie des cordes la notion d'orbifold correspond a une theorie in- 
variante modulaire obtenue en jaugeant une symetrie G dans une theorie 
invariante modulaire T, ou G est une symetrie discrete de la theorie initiale. 
Pour construire l'orbifold T/G il faut d'abord projeter l'espace de Hilbert de 
la theorie T dans le sous-espace invariant sous G. Ensuite puisque les points 
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x et gx sont echivalents il faut considerer les etats ou la corde ferme modulo 
une transformation de G : X^(a + 2n) = gX^{a). Ces nouveaux etats s'ap- 
pellent des etats twistes et sont confines aux points fixes. Le secteur des etats 
twistes doit etre a son tour projete dans le sous-espace invariant sous Paction 
de G. L'existence du secteur twiste, ainsi que la necessite de le projeter dans 
le sous-espace invariant sous Taction de G sont imposees par l'invariance 
modulaire. 

Du point de vue de l'amplitude sur le tore la projection du spectre un- 
twiste revient a considerer des etats avec une periodicite modulo une transfor- 
mation de G dans la direction du type "temps" : X(z + r) = gX(z), X(z + 
1) = X(z). Mais comme la transformation S echange les deux cycles du 
tore, il faut egalement ajouter des etats avec une periodicite : X(z + r) = 
X(z), X(z + 1) = gX(z). Ceci sont les etats twistes. Sous une transfor- 
mation T le secteur twiste se transforme dans un secteur avec X(z + r) = 
gX(z), X(z + 1) = gX(z), qui represente la projection dans les etats invari- 
ants sous G. 

Dans la suite on va deduire la fonction de partition de l'orbifold S ,1 /Z 2 
pour la corde bosonique : 



/ T- 2 T 1 



j2^ r Untw+Tw 



(2.78) 



ou g est le generateur du groupe Z 2 , g 2 = 1 et la trace porte sur les secteurs 
untwiste et twiste. Le premier terme correspond a l'amplitude du tore de la 
theorie initiale divisee par 2. Ce terme est invariant modulaire. Le deuxieme 
terme est la trace sur le secteur untwiste avec Paction de g. La contribution a 
ce terme d'un boson complexe pour un element e 2m/3 d'un groupe generique 
est donne par : 



tr{e 2m ^q N - 1 ' 12 ) 



1/12 TT 1 



1/2 

1/2 + /3 



qn^2mf3 J g?ig— 27ri/3 

2sin(vr/3) 



(0|r) 



(2.79) 



Pour le groupe Z 2 on a (5 = 1/2. En prenant en compte aussi les modes de 

2 



droite on obteint la contribution totale pour un boson complexe 



2 n 



. Dans 
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notre cas une seule coordonnee bosonique est affectee par l'operation Z 2 et 
la contribution du secteur untwiste a la fonction de partition s'ecrit : 



T 



E 



1 4 q 4 



+ 



2rj 



07 



(2.80) 



La transformee S du dernier terme genere la contribution du secteur 
twiste 2 • | | ^ 4 |. Ensuite par la transformation T de ce terme on obtient la 
contribution tr Tw | g^ -1 ^" 1 = 2 • \ \ ^ |. Au final la fonction de partition 
est donnee par : 



12 12 
a PL _ a PR 
I 4 (J 4 



2rj 


*}{■ 


77 


+ 2 


77 
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^4 




^3 





(2.81) 



Le facteur 2 devant les contributions du secteur twiste represente le nom- 
bre de points fixes. Les etats twistes sont localises aux points fixes et il y a 
autant de secteurs twistes que de points fixes. 
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Chapitre 3 

Brisure de supersymetrie 



3.1 Brisure de supersymetrie en theorie des cordes 

La brisure de la supersymetrie est un point central de la phenomenologie 
des cordes. Dans les modeles d'orientifolds quatre mecanismes de brisure de 
supersymetrie sont connues : 

• La supsersymetrie peut etre brisee des le depart. II s'agit des orientifolds 

de la theorie de type OA et OB. Ces modeles contiennent en general 
des tachyons, mais la projection Q' — Q ■ (— 1)^ en OB, avec (— 1)^ le 
nombre fermionique de la surface d'univers, conduit a une theorie sans 
tachyons, appelee 0'B[30j. 

• Le mecanisme de Scherk-Schwarz, qui consite a deformer les modes de 

Kaluza-Klein ou les modes d'enroulement, brise la supersymetrie a 
l'echelle de la compactification[32j. Ce mecanisme sera presente dans 
la suite. 

• La supersymetrie peut etre brisee a l'echelle des cordes en utilisant des 

configurations non-BPS de branes et antibranes, ainsi que des orien- 
tifolds et anti-orientifoldsfSj. Nous avons deja vu un exemple avec la 
theorie USp(32)[24\. Ce mecanisme s'appelle "brane supersymmetry 
breaking". 

• Une autre possibility consiste a briser la supersymetrie dans le secteur des 

cordes ouvertes par l'introduction des champs magnetiques internes[34j. 
La supersymetrie est brisee a l'echelle de compactification et la T- 
dualite relie ces modeles a des configurations avec des branes inclinees 
(branes at angles) [3oJ. 
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3.2 Brisure de supersymetrie par compact ifica- 
tion a la Scherk-Schwarz 



Le mecanisme de brisure de supersymetrie de Scherk-Schwarz est une 
generalisation de la compactification de Kaluza-Klein. Considerons un champ 
scalaire $ en D dimensions. Si une des coordonnees est compacte y ~ y + 
2irR 7 la periodicite du champ $, Q{x^,y) = $(x^,y + 2nR) implique que 
l'impulsion dans la direction y est quantifiee, p = n/R, et que la champ $ 
peut etre developpe en modes de Fourier : 

$(x»,y) = J2e^Mxn- (3-1) 

neZ 

L'equation de Klein Gordon en D dimensions, 

d M d M $ = 0, (3.2) 

devient : 

d,d»M*n = ffM* 1 )- (3-3) 

Le champ $ se decompose dans un nombre infini des champs D-l dimen- 
sioned avec des masses donnees par = n 2 /R 2 . Ceci est le mecanisme de 
Kaluza-Klein. 

Une generalisation possible est de permettre une periodicite des champs 
modulo une transformation M : 

<5>(x' x ,y + 2irR) = M<$>(x'*,y). (3.4) 

Si la transformation M est, par exemple, le nombre fermionique, M = 
(— 1) F , on obtient une brisure de supersymetrie. En effet, les bosons restent 
periodiques, mais les champs fermioniques satisfont une condition d'antiperi- 
odicite : 

V(y + 2TrR) = -*(y), (3.5) 
qui a comme effet une modification des modes de Kaluza-Klein : 

y(y) = Y, e ^^^n- (3.6) 
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La masse des fermions est decalee par rapport a celle des bosons et on 
obtient une brisure de supersymetrie. 

En theorie des cordes on a egalement la possibility de decaler les modes 
d'enroulement. Ce deuxieme mecanisme s'appelle "M-theory breaking" car il 
peut etre relie par des dualites a un mecanisme Scherk-Schwarz conventionnel 
le long de la onzieme coordonnee[3fj. Ces modeles presentent le phenomene 
de "brane supersymmetry" : les excitations des branes plongees dans un 
bulk nonsupersymetrique peuvent etre supersymetriques, au premier ordre, 
car les branes sont orthogonales a la direction de la deformation et la brisure 
n'affecte pas le secteur de masse zero des cordes ouvertes. 

3.2.1 Scherk-Schwarz paralleie 

Le point de depart est l'orbifold de la theorie IIB, compactifiee sur un 
cercle x 9 = x 9 + 2nR, avec le generateur (— l) F 5, avec F = F L + F R le nombre 
fermionique de l'espace-temps et 5 le shift : x 9 — > x 9 + nR. La fonction de 
partition resultante est donnee par : 



T = l -[\V,-S s \ 2 K m , n + \V 8 + S & \ 2 {-l) m K m , n ] + 

+ \ [\O s ~ C s \ 2 A m , n+1/2 + \O s + C s \ 2 (-l) m A m , n+1/2 ] , (3.7) 



avec 



a' I (m+q) (n+b)R \ 2 a' / (m+q) (n + b)R \ 2 

Eq 4 \ r i ) q 4 \ r ^ ) \. 
T~\ — 7~^\ = / j Zm+a,n+b- (3-8) 

VWVKQ) 



m,n 



La fonction de partition peut etre mise sous la forme : 



T = (V 8 Vs + S s Ss)A 2m ,n+(O s 8 + C 8 C 8 )A 2m ,11+1/2 

— (VsSs + S 8 V 8 )A2m+l,n — (0 8 C 8 + C 8 8 ) A2m+l,n+l/2 , (3-9) 



avec 
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a -y 1+ H)% a _ v i-(-ir 



m,n 



A V 1 + ( " 1)W Z A y 1 -^ z 

I ^m+a,2n / y 2 "m+a,!!) Jv m+a,2n+l / ^ 2 -^ra+a, ra- 

ni, n m,n 

(3.10) 

II est utile d'effectuer la transformation R — > R/2 qui permet de mieux 
visualiser la connection avec le mecanisme de Scherk-Schwarz en theorie des 
champs. La fonction de partition se reecrit : 

T = (V 8 V 8 + S 8 S 8 )A m:2n + (0 8 8 + C 8 C 8 )A m:2 n + i 

- (V 8 S 8 + S 8 V 8 )A m+1 / 2:2n - (OgCg + C 8 8 )A m+1 / 2j2n+1 . (3.11) 

Dans cette nouvelle base on voit que les fermions ont des modes de Kaluza- 
Klein decales avec 1/2 par rapport aux bosons. Pour R < 2\fa i le spectre 
des cordes fermees contient un tachyon. Dans la limite R — > oo on retrouve 
la theorie IIB, tandis que la limite R — > conduit a la theorie OB. 

Dans la bouteille de Klein se propagent les etats avec pi = Pr ^ n = : 

K. = \{V 8 - S 8 )P m , (3.12) 

a' (am + b) 2 

avec Pam+b = Ylim 1 ^ ■ ^ a transformation S fournit l'amplitude dans la 
canal transverse : 

K- = \-?=(V 8 -S 8 )W 2n , (3.13) 



OU W an+b = J2 n 1' 

Le tadpole de R-R impose l'introduction des D - branes. L'amplitude de 
l'anneau s'ecrit : 

A = 2 -^-% {(V 8 - S 8 )W 2n + (0 8 - C 8 )W 2n+1 } (3.14) 

L'amplitude de la bande de Mobius dans la canal transverse est obtenue 
comme la moyenne geometrique de /C et A : 

M = -^-?=[±(V 8 - (-l) n S 8 )W 2n ] (3.15) 
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L'annulation des tadpoles de R-R impose N = 32. 

Les amplitudes des cordes ouvertes sont donnees par : 

N 2 

A = —{(ys-Ss)(P m + P m+ i/2) + (Vs + S 8 )(P m -P m+ i/2)} = 
N 2 

= —^-W&Pm — S 8 P rn+ i/ 2 ], 

M = -^[±V 8 P m -S 8 P m+1/2 ] (3.16) 

Le mecanisme de brisure de supersymetrie a la Scherk-Schwarz correspond 
au signe " + " dans M.. Le groupe de jauge dans ce cas est SO (32). Le signe 
"-" correspond au groupe USp(32). 

3.2.2 M-theory breaking 

On va considerer le meme modele que dans la section precedante, mais 
avec un shift antisymetrique 5x\ = x 9 L +irR/2, 5x 9 R = x 9 R —irR/2. La fonction 
de partition est alors donnee par : 

T = ^[\Vs-Ss\ 2 Am,n+\Vs + S S \ 2 (-l) n A m ,n} + 

+ \ IPs - C s \ 2 A m+ i/ 2 ,„ + \O s + C 8 \ 2 (-l) n A m+1/2 ,n] (3.17) 
et devient apres le rescaling R — * R/2 : 

T = (V 8 V S + S s S 8 )A 2m ,n + (0 8 8 + C 8 C s )A 2m +i,n 
- (V 8 S 8 + S 8 V 8 )A 2m 

,71+1/2 — (0 8 C 8 + C 8 8 )A 2m+ i tn+1 / 2 . (3.18) 

Pour R > 2\fa' le spectre des cordes fermees contient un tachyon. Dans 
la limite R — > on retrouve la theorie IIB, tandis que la limite R — > 00 
conduit a la theorie OB. 

La projection fl impose pl = Pr, done seulement les etats avec nombre 
d'enroulement zero se propagent dans la bouteille de Klein : 

K, = \ {(V 8 - S 8 )P 2m + (0 8 - C 8 )P 2m+1 } . (3.19) 
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La transformation S permet d'obtenir l'amplitude dans le canal trans- 
verse : 



2 Va 7 I 2 2 

2 5 i? 



= {W2n-^8^2n + l}. (3.20) 
- V <-* 

Les etats de R-R qui se propagent dans le canal transverse sont tous 
massifs, il n'y a, done, pas de tadpole de R-R. Le modele contient des 09 et 
09 planes et leurs charges de R-R se compensent. Pour que le secteur des 
cordes ouvertes n'introduise pas de tadpoles de R-R, il faut qu'il comporte 
des D et D branes. On va appeler N le nombre des branes et M le nombre 
de antibranes. L'amplitude de l'anneau dans le canal transverse s'ecrit : 



A = ^-^UN 2 + M 2 )(V 8 -S 8 )+2NM(-l) n (V 8 + S 8 )}W n 
2 va' 



^-^L {[N + (-l) n M] 2 V 8 — [N— {-l) n M] 2 S 8 } W n . (3.21) 



Les amplitudes de la bouteille de Klein et de l'anneau dans le canal trans- 
verse permettent d'obtenir l'amplitude transverse de Mobius : 

M = -4={±(N + (-l) n M)V 8 W 2n -(N-(-l) n M)S 8 W 2n+1 } = 



R (N + M)(±V 8 W 2n + S 8 W 2n+1 ), (3.22) 



qui devient dans le canal direct : 

M = { — | M) (±V 8 P m + S 8 (-l) m P m ) (3.23) 

L'annulation des tadpoles de R-R implique que pour n pair N— (— l) n M = 
0, e'est a dire N = M. L'amplitude de l'anneau dans le canal direct : 



A=\{{N 2 + M 2 )(V 8 - S 8 )P m + 2NM(0 8 - C 8 )P m+l/2 ) (3.24) 
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montre qu'au niveau de masse nulle, pour le signe "-" dans l'amplitude 
(I3.23|) on a effectivement un spectre supersymetrique avec le groupe de jauge 
SO(M) x SO(N). Si on impose egalement l'annulation des tadpoles de NS 
on a : 

y+^(iV+M) 2 -(iV+M) = y [(N+M)-2 5 } 2 = N+M = 32, (3.25) 

done le groupe de jauge est SO (16) x SO (16). 

Une T-dualite sur la coordonnee x 9 transforme les modes d'enroulement 
en modes de Kaluza-Klein et on retrouve le mecanisme de Scherk-Schwarz 
habituel. La T-dualite transforme egalement les D9 - branes et 09 - planes 
en D8 et 08 et elle genere une parite IL^. Les D8 - branes et 08 - planes 
sont places en x 9 = 0, tandis que les D8 - branes et 08 - planes se trouvent 
en x 9 = ttR. Deformer les modes d'enroulement est, done, equivalent, a la 
deformation des modes de Kaluza-Klein dans une coordonnee orthogonale 
aux branes. 

En un modele ressemblant a ete propose. Ce modele utilise une par- 
ite particuliere sur la surface d'univers : Q' = Q(— 1)? L , avec fi le nombre 
fermionique sur la surface d'univers. Cette projection a le merite d'eliminer 
le tachyon present dans le spectre des cordes fermees. Le modele resultant 
interpole entre la theorie de type I supersymetrique et la theorie de type I 
avec groupe de jauge USp(32). 

La bouteille de Klein dans ce modele vaut : 

K = ^{(V 8 -S 8 )P 2m -(0 8 -C 8 )P 2m+1 }. 

Le tachyon est antisymetrise et elimine du spectre. Dans le canal transverse 
l'amplitude de la bouteille de Klein devient : 

K = j[(V 8 - S 8 )W n - (V s + S 8 )(-l) n W n ] = j(V 8 W 2n+1 - S 8 W 2n ) (3.26) 

Comme on peut le voir sur cette amplitude il n'y a pas de tadpole de NS- 
NS, mais il y a un tadpole de R-R. Pour annuler ce tadpole il est necessaire 
d'introduire des D9-branes. La modele T-dual conteint des 08+ - planes a 
l'origine et des 08_ - planes en nR. Les D8 - branes sont distributes entre 
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ces deux points. Lorsque des D8 - branes sont placees sur les 08_ - planes 
la supersymetrie est brisee. 

Si les branes sont placees au meme point l'amplitude de l'anneau dans le 
canal transverse s'ecrit : 

A=^N 2 (V 8 -Ss)W n . (3.27) 
L'amplitude de la bouteille de Mobius est alors donnee par : 

M = ±NV 8 W 2n+1 + NS 8 W 2n . (3.28) 

Le signe "-" correspond au cas ou dans le modele T-dual les D8 - branes sont 
placees sur les 08 - planes, alors que le signe " + " decrit la configuration avec 
les D8 - branes sont situees en nR avec les 08_. L'annulation des tadpoles 
implique N = 32. 

Les amplitudes des cordes ouvertes : 



N 2 

^ = -Y(V8-S 8 )P m , 

M = ±^V 8 (-irP m +jS 8 P m , (3.29) 

determinent le groupe de jauge qui est 5*0(32) pour le signe "-" et U Sp(32) 
pour le signe " + ". Si N branes sont placees a l'origine et 32 — N en nR le 
groupe de jauge est SO(N) x USp(32 - N). 
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Chapitre 4 



Introduction a la cosmologie 



4.1 Le modele du Big Bang 

La cosmologie est basee sur l'hypothese que, dans une premiere approxi- 
mation, l'univers est isotrope et homogene dans les coordonnees spatiales 1 . 
Cela veut dire que l'univers peut etre "coupe" en tranches t = const, qui 
sont des hypersurfaces du genre temps isotropes et homogenes. La metrique 
de l'espace-temps peut done s'ecrire : 

ds 2 = -dt 2 + gij (t, x fe )cfcW, (4.1) 

ou gij est une metrique avec symetrie maximale pour t fixe. Les metriques 
avec symetrie maximale sont les metriques avec symetrie spherique et de 
courbure constante. Ceci conduit aux solutions : 



ds 2 = -dt 2 + a 2 (t) 



ilrl r \dd 2 + sin 2 0d,r 



nr 2 



(4.2) 



dites metriques de Robertson- Walker, avec k — — 1, 0, 1 selon la courbure des 
hypersurfaces spatiales. Le cas avec courbure negative, k — — 1, correspond 
a l'espace hyperbolique, dit egalement ouvert, car son volume est infini. Le 
cas k = correspond a l'espace euclidien, appelle espace plat. L'espace avec 
courbure positive est la sphere, qui est un espace ferme. 



J Les observations montrent que l'univers n'est pas statique, done on ne peut pas con- 
siderer Phomogeneite et l'isotropie dans le temps. 



78 



La matiere dans l'univers peut etre decrite par un fluide parfait dont le 
tenseur energie-impulsion peut etre mis sous la forme : 

T» = dmg(- p(t),p(t),p(t),p(t)), (4.3) 

ou p est la densite d'energie et p la pression. Les equations d'Einstein s'ecrivent 
alors : 



(00, = g)' = ^-£, (4.4, 

<«> : l=-\(S)-^- A * Gv - (45) 

La derniere equation peut etre simplifiee a l'aide de la premiere : 

a AttG 



,-(p + 3p). (4.6) 
a 6 

Mises sous cette forme ces equations s'appellent les equations de Friedmann- 
Lemaitre. Une consequence directe est l'equation de continuity : 

p + 3H(p + p) = 0, (4.7) 

ou H = a/ a est le parametre de Hubble qui decrit le taux d'expansion de 
l'univers. Sa valeur a l'epoque presente est la constante de Hubble H , qui 
vaut environ 76 km/s/Mpc 2 . 

Pour determiner revolution cosmologique il faut completer les equations 
obtenues jusqu'a maintenant avec une equation d'etat, qui pour les fluides 
parfaits les plus populaires en cosmologie prend une forme tres simple : 



p = w p, (4.8) 

avec w une constante independante de temps qui vaut, par exemple, 1/3 pour 
un gas des particules relativistes ou pour la radiation electromagnetique et 
pour la matiere non-relativiste 3 . 

2 lMpc(Megaparsec.)=3 • 10 24 cm 

3 Par exemple les etoiles et les galaxies, pour lesquelles la pression est negligeable par 
rapport a la densite d'energie. 
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A l'aide de l'equation d'etat (14. 8 j) on peut integrer l'equation de continuity 
(14. 7|) pour obtenir : 

_ 3(1+1U) 

, = *(-) , (4.9) 

ou l'indice indique les quantites evaluees a present. Pour un univers dom- 
ine par la matiere la densite d'energie varie comme p oc a~ 3 , ce qui reflete la 
decroissance de la densite volumique des particules dans un univers en ex- 
pansion. Dans un univers domine par la radiation la densite d'energie varie 
plus rapidement, p oc a -4 , a cause de la perte d'energie par effet Doppler. 

Pour k — 0, l'equation (I4.4jl permet alors d'obtenir rapidement la depen- 
dance dans le temps du facteur d'echelle : a 2 oc a~( 1+3w ^ =>■ a(t) oc t 2//3 , pour 
un univers domine par la matiere et a(t) oc t 1 / 2 , pour un univers domine par 
la radiation. 

On peut considerer aussi le cas d'une constante cosmologique 4 , A. Les 
equations d'Einstein avec une constante cosmologique s'ecrivent : 

Gp, = 8nGT^ u - K 9tMV (4.10) 

et peuvent etre vues comme les equations d'Einstein habituelles, mais avec 
un tenseur energie-impulsion pour le vide de la forme : 

r<r> = (4.1D 

Ceci a la forme d'un tenseur energie-impulsion pour un fluide parfait avec : 

P=-P=^j. (4.12) 

La constante cosmologique satisfait, done, une equation d'etat de la forme 
(|4.8jl avec w — — 1. Ceci implique que la densite d'energie, p, est independante 
de a et qu'un univers en expansion qui presente une energie du vide non nulle 
sera, apres un certain temps, domine par l'energie du vide, car les densites 
d'energie pour la matiere et la radiation decroissent avec l'expansion. Pour 
un univers domine par l'energie du vide le facteur d'echelle a une evolution 
exponentielle : 

a(t) oc exp(Ht). (4.13) 



'Ou energie du vide 
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II est utile d'introduire le parametre "densite" 



^ 87rG p 

a = m" = ±' (414) 

avec 

p crit = ^, (4.15) 

appelee densite critique. La premiere equation de Friedmann-Lemaitre 1)4.4)) 
se reecrit alors : 

fi " 1 = ^b- (4-16) 



La valeur de la courbure « est, done, determinee par la densite d'energie : 



■> f2 < 1 < — >■ k = — 1 < — > espace hyperbolique 
■> Q = 1 < — > k = < — > espace plat 
■> Q > 1 < — > k — 1 < — > sphere (4-17) 

Les observations cosmologiques donnent les valeurs suivantes pour les 
parametres de densite : 

Baryons : {l b ~ 0.05, 

Matiere noire Q x ~ 0.25, 

Constante cosmologique Q\ ~ 0.7, 

Photons : fi 7 ~ 5 ■ 10" 5 . 

Notre univers est domine a present par l'energie du vide, ce qui implique 
qu'il accelere, a > 0. Mais en extrapolant dans le passe on trouve que la 
radiation a ete dominante a une certaine epoque, car p 7 oc a~ 4 decroit plus 
vite que p ma tiere. A cette epoque l'univers decellerait, ce qui implique que, 
plus on remonte dans le temps, plus l'univers etait en expansion de plus en 
plus rapide et au moment t = on trouve une singularity. Cette singularity 
s'appelle le Big Bang. A l'approche de cette singularity la relativite generale 
ne permet plus une description valide de la nature, car les effets de la gravite 



P < Pcrit * 
P = Pcrit * 
P > Pcrit * 
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quantique deviennent importantes. La theorie des cordes pourrait offrir les 
outils necessaires pour comprendre les phenomenes qui se sont deroules dans 
cette region de l'espace-temps. 



4.2 Les problemes du modele du Big Bang 

Le modele du Big Bang a remporte beaucoup des succes, en particulier ses 
predictions sont en excellent accord avec les observations sur la temperature 
du CMB (cosmic microwave background) 5 et le scenario de la nucleosynthese 
est en accord avec les abondances des elements D, 3 He, 4 He, 7 Li[Hn]- Mais en 
plus du probleme theorique mentionne plus haut, concernant la non validite 
du traitement classique de la gravite dans les regions proches de la singular- 
ity, le modele cosmologique standard echoue dans l'explication de plusieurs 
problemes observationnels comme les anisotropies du CMB, la formation des 
structures et l'origine de la matiere. Egalement le modele cosmologique stan- 
dard est base sur des hypotheses qu'il ne justifie pas, comme l'homogeneite 
et l'isotropie de l'univers. Voici un appercu des principaux problemes laisses 
sans reponse par le modele cosmologique standard : 

1. Le probleme de l'homogeneite et de l'isotropie. 



Les observations confirment que l'univers est homogene et isotrope avec 
une tres bonne precision. Comme les inhomogeneites ont tendance a 
s'accentuer dans le temps, a cause de la gravitation, cela veut dire que 
dans le passe elles etaient encore plus petites et rien n'explique pourquoi 
l'univers etait si homogene dans le passe. 

2. Le probleme de la platitude. 



Selon les observations, Q est tres proche de 1(k = 0). Dans ce cas 

2 

la premiere equation de Friedmann implique if~l/teta~ t 3 < 1+ ™) , 

9 2— 4 

done (aH) ~ t W+^J . Pour la matiere non relativiste(w = 0) et la 
radiation(u; = 1/3) cela implique que (aH)~ 2 croit dans le temps. En 
meme temps l'equation (|4.16|) : 

n - i 



H 2 a 



2 



3 fond diffus cosmologique 
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implique que la valeur de Q s'eloigne rapidement de l(sauf si elle est 
exactement 1). Le fait que fl soit si proche de 1 de nos jours demande 
un enorme ajustement fin de f2 pres de 1 au debut de l'univers. 

3. Le probleme de l'horizon. 

Les observations du CMB montrent qu' a l'epoque de la derniere diffu- 
sion (last scattering) l'univers etait quasi-homogene. Ce qui pose prob- 
leme est le fait que, selon le modele cosmologique standard, toutes les 
regions de l'univers n'avait pas eu le temps d'entrer en contact causal 
jusqu'a cette epoque, il n'y a, done, aucune raison qu'elles aient, par 
exemple, la meme temperature. 

4. L'absence des defauts topologiques. 

La densite d'energie dans l'univers primordial etait assez elevee pour 
produire en abondance des defauts topologiques, predites par les theories 
de grande unification, comme les monopoles, les murs des domaines 
(domain walls) ou les cordes cosmiques. Mais ces defauts n'ont pas ete 
observes jusqu'a present. En fait, la densite predite est si grande qu'elle 
entrainerait le collapse de l'univers. 

5. L'origine des anisotropies du CMB ne trouve pas d'explication dans la 
theorie du Big Bang. 

4.3 Inflation 

Certains des problemes du modele du Big Bang trouvent une reponse 
dans le scenario de l'inflation. L'inflation correspond a une periode pendant 
laquelle (aH)~ 2 decroit, e'est a dire que le facteur d'echelle a croit plus vite 
que le rayon de l'horizon H~ l . Ceci permet de resoudre le probleme de la 
platitude. 

Pendant l'inflation l'univers subit une phase d'expansion acceleree et, 
d'une certaine maniere, on peut dire que l'expansion est plus rapide que la 
vitesse de la lumiere. Les objets qui ont ete en contact causal peuvent etre 
separes, a cause de l'inflation, par des distances plus grandes que le rayon de 
Hubble(plus grandes, done, que leurs horizons respectifs). Ceci veut dire que 
des objets, qui, apres l'inflation, semblent ne pas avoir ete en contact causal, 
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ont pu etre en contact avant l'inflation, ce qui explique pourquoi elles ont les 
memes proprietes et resout le probleme de l'horizon. 

Egalement l'expansion tres rapide de l'univers pendant l'inflation im- 
plique une forte dilution des defauts topologiques expliquant le fait qu'ils 
n'ont pas ete observes. Ceci est egalement le cas pour les inhomogeneites, ce 
qui explique la quasi homogeneite de l'univers. 

De la meme maniere la matiere existant dans l'univers primordial serait 
diluee par l'inflation. La creation de la matiere observee aujourd'hui et la ther- 
malisation trouvent une explication dans les mechanismes de rechauffement 
(reheating) et prechauffement (preheating) [38j. Ces mechanismes doivent 
etre controles pour ne pas produire a leur tour des defauts topologiques. 

L'inflation predit des anisotropics dans le CMB avec les bonnes pro- 
prietes (adiabatiques et invariantes d'echelle[39]L mais pour obtenir la bonne 
amplitude des anisotropies des ajustements fins sont necessaires. 

La condition pour avoir un regime d'inflation est donnee par : 



d 



d 1 

dt a 2 



2a 

T7 < 0, 



d 3 



(4.18) 



dt a 2 H 2 

c'est a dire a > pour un univers en expansion(a > 0), done une expansion 
acceleree. L'equation de Friedmann (j4.6j) : 



a 
a 



4ttG 



(p + 3p), 



(4.19) 



montre qu'on peut obtenir un tel regime dans un univers qui contient un fluide 
parfait avec pression negative. La constante cosmologique peut etre alors un 
bon candidat, mais un univers domine par une constante cosmologique sera 
domine dans le futur par une constante cosmologique et ne pourra pas donner 
lieu a une epoque dominee par la matiere ou la radiation. L'univers sera en 
expansion exponentielle eternelle. 

Le bon candidat s'avere etre un champ scalaire, appele inflaton, qui pos- 
sede une energie potentielle : 



S = J d 4 xy/^g 
Le tenseur energie impulsion : 



(4.20) 



T, 



[^'•oih.o Y{o) 



(4.21) 
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dans le cas d'un univers et matiere homogenes, decrit un fluide parfait avec 
la densite d'energie : 

P = \^ 2 + V(<i>) (4.22) 

et la pression : 

V=\<?~ V(cf>). (4.23) 

L'equation du mouvement de l'inflaton dans un univers FLRW 6 est don- 
nee par : 

4> + 3H<j) + V' = (4.24) 
et les equations de Friedmann prennent la forme : 



3 V 2 

H = -4ttG0 2 , (4.25) 

la derniere equation etant redondante. Ce systeme conduit a une expansion 
acceleree dans l'approximation de s/o?w-ro//(descente lente), qui consiste a 
negliger l'energie cinetique de l'inflaton devant son energie potentielle : 

2 < V {</>), (4.26) 

ce qui impliquep ~ —p. Une deuxieme condition est : <p ^ V- Les equations 
1.241) et (14.2511 deviennent alors : 



3 ' 

3H<j> + V = 0. (4.27) 
Les conditions de slow-roll sont generalement decrites par les parametres : 



6 Friedmann-Lamaitre- Robertson- Walker 
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V = Ml^r « 1, (4.28) 



avec Mp = 1/VSttG, la masse de Planck quadri-dimensionnelle. 

L'expansion pendant l'inflation peut se mesurer en nombre de e-foldings : 

N = ln^4, (4.29) 

a(ti) V ; 

qui est relie au potentiel de l'inflaton par le fait que lna ~ f Hdt ~ J Hd(f>/4> '■ 

Pour resoudre, par exemple, le probleme de l'ajustement fin de f2, 70 e- 
foldings seraient necessaires. 

Le premier modele de type inflation a ete propose par Alexei Starobinsky 
[40], mais la motivation du modele n'etait pas la resolution des problemes 
de la theorie du Big Bang. Alan Guth a propose en 1981, un modele plus 
simple, qu'on appelle "old inflation" |H]. Dans ce modele l'univers subit une 
inflation exponentielle dans un etat de "faux" vide avec une large densite 
d'energie. Le vrai vide aparrait sous forme de bulles qui entrent en collision. 
Le probleme de ce scenario est que pour resoudre les difficultes du modele 
standard cosmologique le taux de creation des bulles doit etre plutot faible, 
mais dans ce cas, comme l'espace est en expansion, les bulles ne s'unissent pas. 
Un scenario avec plus de chances de reussite a ete propose par A. Linde[42j. 
Ce modele, appele "new inflation", demande un potentiel tres plat pres de 
4> = 0, ce qui est assez artificiel, et n'arrive pas a expliquer tous les problemes 
du Big Bang. Le modele de l'inflation chaotique|i3] a montre que l'inflation 
peut etre obtenue avec des potentiels de forme tres simple. Par exemple avec 
un potentiel de la forme : 

V = \M p - a <j) a , (4.31) 

si initialement la valeur l'inflaton est tres grande, l'equation (|4.25JI implique 
que H est grand egalement, done le terme de friction 3H<p est aussi tres grand, 
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ce qui permet que l'inflaton entre dans un regime de slow-roll et l'inflation 
peut avoir lieu. Le nombre des e-foldings est donne par : 



1 6 6 2 

AT = / r d( p „ (4.32) 

M 2 p J 4>f a r 2aM 2 ' v ' 

done initialement l'inflaton a une valeur 0j ~ \f2a\fNMp 3> Mp et l'infla- 
tion s'arrete lorsque e = a 2 Mj,/(20 2 ) ~ 1, e'est a dire ~ aM P . A la fin de 
l'inflation le champ commence a osciller autour du minimum du potentiel 
V(<fi) et perd son energie en creant des paires de particules elementaires. C'est 
le mecanisme de rechauffement. Une fois que les particules produites se sont 
thermalisees l'univers peut etre decrit par le modele cosmologique standard. 

Apres l'inflation la taille de l'univers peut atteindre des valeurs beau- 
coup plus grandes que la taille de l'univers visible, 10 28 cm. Si l'univers etait 
initialement forme de plusieures regions avec des differentes valeurs pour 0, 
les regions ou la valeur de l'inflaton n'est pas assez large ne vont pas subir 
d'inflation et a la fin de l'inflation l'univers sera forme d'immenses "iles" 
hommogenes, de taille beaucoup plus grande que l'univers observable, qui 
apparaissent du chaos initial, d'ou le nom d'inflation chaotique. 

II existe egalement des modeles d'inflation "hvbride"|4*i]. qui utilisent 
deux champs scalaires, dont un joue le role de l'mflaton et l'autre permet 
d'arreter l'inflation. La motivation de ce modele est d'eviter que l'inflation 
commence avec une valeur </> > Mp. L'exemple le plus simple est le potentiel 
effect if : 

V(a, 0) = j- x (M 2 - Xa 2 ) 2 + ^ + (4.33) 

Le champ a a une masse effective m 2 = —M 2 +g 2 (p 2 . Pour 4> > 4> c = M/g 
le potentiel pour uaun minimum a a = 0. Le champ a est pris au piege au 
minimum et le potentiel effectif pour l'inflaton, est : 

V = V + ^m 2 2 , (4.34) 

ou Vo = tv. Ce potentiel permet que l'inflation a lieu si m 2 ^> M 4 /2A. 
Pendant l'inflation le champ decroit lentement jusqu'a la valeur C . Le po- 
tentiel pour a est alors modifie et deux nouveaux minimas apparaissent en 
a = ±a/ (M 2 — g 2 4> 2 ) I A. Ceci modfie le potentiel de l'inflaton et l'inflation 



87 



prend fin. 



Les anisotropies du CMB peuvent etre une source d'information sur le po- 
tentiel de l'inflation. En effet le fond diffus cosmologique n'est pas complete- 
ment isotrope. Les deviations de l'isotropie sont de l'ordre de 10~ 5 et represen- 
ted un des outils observationnels les plus precis en cosmologie. A l'origine 
de ces deviations se trouvent les inhomogeneites dans l'univers au moment 
de la derniere diffusion. Les variations dans la densite de matiere ont genere 
des potentiels gravitationnels qui ont eu comme consequence l'emission des 
photons avec de legeres variations de longueur d'onde, qui se traduisent dans 
les anisotropies de temperature du CMB. Les inhomogeneites initiales se 
sont accentuees par instability gravitationnelle et sont a l'origine des grandes 
structures observees aujourd'hui, etoiles, galaxies et clusters. Dans ce sens 
les anisotropies du CMB portent l'empreinte des conditions initiales qui ont 
genere la structure de l'univers. 

L'origine des perturbations dans la densite de matiere est un point cle 
de la cosmologie et l'inflation offre une solution : l'expansion acceleree peut 
convertir des fluctuations quantiques du vide en perturbations cosmologiques 
classiques. L'inflation dilue la matiere initiale et l'univers se retrouve dans un 
etat du vide. Un etat du vide dans un univers en expansion a une temperature 
non nulle, la temperature de Gibbons-Hawking 

T GH = t| (4-35) 

et les fluctuations de l'inflaton sont donnees par S(f>k = ^gh pour toutes les 
longueurs d'onde. Ces fluctuations sont reliees a celles de la densite par : 

dV 

bp = —50. (4.36) 
Le spectre des fluctuations scalaires est donne par : 

A sW ~ \k=aH, (4-37) 

ou V 3 /V' 2 est evalue au moment ou les perturbations sont gelees, c'est a 
dire au moment ou la longueur d'onde physique devient egale au rayon de 
l'horizon, A = a/k = H" 1 . D'autre fluctuations possibles sont les fluctuations 
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tensorielles de la metrique 



AUk) ~ ^ \ k=aH . (4.38) 

L'amplitude des perturbations du CMB offre des informations sur l'echelle 
d'energie de l'inflation. Si les anisotropies du CMB sont dues en grandes 
parties aux fluctuations tensorielles on peut deduire rapidement inflation = 
(10 16 Ge^) 4 . Si les anisotropies du CMB sont de nature scalaire on en deduit 
^inflation = ^^lO^GeV et si e n'est pas extremement petit on peut conclure 
^Lon = 10 15 - lO^GeV. 



89 



Chapitre 5 

Cosmologie des cordes 



5.1 Inflation et alternatives a l'inflation en theorie 
des cordes 

La principale critique qui puisse etre formulee a l'egard des modeles d'in- 
flation est le fait que l'inflaton est ajoute "ad hoc" avec l'espoir que ce sce- 
nario pourrait trouver une justification dans un cadre plus fondamental. Les 
modules des cordes qui decrivent la geometrie des compactifications pour- 
raient etre des possibles candidats pour l'inflaton. Le potentiel de 1'inflaton 
doit etre assez plat, mais pas completement. Dans les theories des cordes 
supersymetriques il y a des directions plates, qui pourrait etre utiles pour 
1'inflation, apres brisure de supersymetrie. 

Inflation des branes. II existe en theorie des cordes des modeles qui 
essayent de generer l'inflation en utilisant des D -branes. Dans ces modeles 
la distance entre les D -branes est identifiee a l'inflaton. Si la configuration des 
branes est supersymetrique, il n'y a aucune force entre les branes, l'attraction 
gravitationnelle etant compensee par la repulsion due aux charges de R-R, 
et l'inflaton n'a pas de potentiel. En revanche, la brisure de la supersymetrie 
peut generer un potentiel attractif de la forme utile pour l'inflation^j. Une 
possibility est d'utiliser des configurations des D et D branes. Dans ce cas, les 
branes ayant des charges opposees, la force due aux charges R-R est attractive 
et s'ajoute a la force gravitationnelle. Le potentiel genere dans ce cas, apres 
compactification a 4 dimensions, a la forme d'un potentiel gravitationnel : 



V = A- 



B 



(5.1) 



Z' 



■d ± -2 ' 
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ou z est la distance entre les branes, associee a l'inflaton, d± est le nombre 
des dimensions transverses aux branes et A et B sont des coefficients relies 
a la tensions des branes et au volume des dimensions compactes paralleles 
aux branes. Les conditions de slow-roll se traduisent par z > ri, oil ri est 
le rayon des dimensions transverses compactes. Mais les branes ne peuvent 
pas etre separees par une distance plus grande que la taille des dimensions 
compactes. Ce probleme peut etre contourne dans certains modeles[50j. 

Quand la distance entre les branes devient de l'ordre de l'echelle de 
longueur des cordes un mode tachyonique apparit dans le spectre des cordes 
ouvertes [HI]. Le potentiel du tachyon reproduit les potentiels utilises dans 
l'inflation hybride. La brisure de symetrie correspond dans l'annihila- 
tion des branes. Le mecanisme doit etre controle pour que, apres annihilation, 
il reste des D- branes. L'annihilation est encore mal comprise et on ne sait 
pas comment le rechauffement se produit. 

Les cordes permettent aussi la formulation des modeles qui pourraient etre 
des alternatives a l'inflation. En theorie des cordes Taction effective prend la 
forme : 



ou 4> est le dilaton et R le scalaire de Ricci. Cette action represente l'interac- 
tion graviton-dilaton, qui sont des etats de la corde fermee. Cette contribution 
vient de la sphere (% = 2), ce qui explique la dependance dans la constante de 
couplage des cordes. Pour retrouver Taction de Einstein-Hilbert habituelle, 




(5.2) 




(5.3) 



il faut effectuer la transformation suivante de la metrique : 




(5.4) 



en dimension D. Les courbures scalaires sont reliees alors par : 




(5.5) 



L'action de Einstein-Hilbert devient : 




(5.6) 
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L'action de la relativite generale, J y^gR, est invariante sous la trans- 
formation t — > —t, qui se traduit pour le facteur d'echelle et la constante de 
Hubble par : 

a(t) -> a(-t), H(t) -> -H(-t). (5.7) 
La presence du dilaton permet d'avoir une nouvelle symetrie : 

a(t) -> l/a(t), 0(t) ->0(t)-2(D-l)lna(t). (5.8) 

La transformation a(t) — > l/a(t) implique H(t) —>■ —H(t). Cette dualite 
d'echelle, combinee avec l'inversion du temps, rend l'espace des solutions 
plus riche que dans la cosmologie standard. Une solution en cosmologie des 
cordes contient quatre branches : a(t), a(— t), a _1 (t), a _1 (— t). Deux branches 
decrivent des univers en expansion (if > 0) et les deux autres des univers 
en contraction (if < 0). Entre autre une solution, H(t), decrivant un univers 
en expansion avec une courbure decroissante, H(t) < 0, admet une solution 
duale, H(—t), valable pour t < 0, qui decrit un univers en expansion avec 

courbure croissante, H(—t) > 0(et qui dans le repere d'Einstein apparait 
comme un univers en contraction). 

Ceci est le point de depart du modele du pre-Big Bang[4^, qui suppose 
que le Big Bang n'est pas le debut de l'Univers, mais le passage entre une 
epoque pre-Big Bang et l'univers actuel, post-Big Bang. Dans ce scenario 
l'univers commence dans un etat avec densite d'energie et courbure faibles. A 
cause d'une instability l'univers commence a se contracter et la courbure croit. 
Avant d'atteindre la singularity du "Big Crunch", l'univers "s'echappe" 1 , de 
la phase de contraction et entre dans la phase d'expansion, le post-Big Bang. 

Ce scenario n'est pas completement independant de l'inflation, mais per- 
met d'obtenir les avantages de l'inflation avec un episode inflationnaire situe 
dans le pre-Big Bang et non pas apres le Big Bang, l'avantage etant que la 
question de ce qui a precede l'inflation dans le modele standard cosmologique 
est eliminee. Un autre avantage du modele du pre-Big Bang est le fait que 
son point de depart est la theorie des cordes, qui pourrait etre la theorie 
fondamentale des interactions, par rapport a l'inflation qui n'a pas encore 
trouve de justification dans une theorie plus fondamentale. 

Le probleme principal du modele du pre-Big Bang est la phase de transi- 
tion entre les solutions pre- et post-Big Bang. Ce passage se passe a couplage 

J Le passage entre la contraction et l'expansion reste un phenomene speculatif, connu 
dans la litterature sous le nom de "gracefully exit". 
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fort et la theorie des cordes n'est pas encore assez developpee pour maitriser 
ce probleme non-perturbatif. 

Un autre scenario qui s'inspire de la theorie des cordes est le modele de l'u- 
nivers ekpyrotic[AQ\. Son point de depart est la theorie de Horava-Witten[47j 
(M-theorie heterotique compactifiee a 5 dimensions). L'univers quadri - di- 
mensionnel a comme frontieres deux D3 - branes, une avec tension positive 
et une avec tension negative. Dans ce scenario nous vivons sur la brane avec 
tension negative, appelee brane "visible" (l'autre brane s'appelle la brane 
"cachee"). Une troisieme brane se deplace dans le bulk. L'etat initial est sta- 
tique et proche du vide. La dynamique est generee par une faible brisure de 
la supersymetrie qui cree un potentiel atractif entre la brane visible et la 
brane dans le bulk. La collision de ces deux branes, appelee "ekpyrosis", cor- 
respond au Big Bang. La brane du bulk est absorbee dans la brane visible et 
une partie de son energie cinetique genere la matiere sur la brane visible. Au 
moment de la collision les branes sont presque paralleles ce qui assure l'ho- 
mogeneite et l'isotropie de l'univers. Les fluctuations quantiques des branes 
peuvent etre la source des anisotropics du CMB. Un observateur sur la brane 
visible verrait l'epoque avant la collision comme un univers en contraction 
et l'epoque d'apres comme notre univers en expansion. Contrairement au 
pre-Big Bang ce scenario n'utilise pas l'inflation, mais il reste incomplet. 

Un scenario ameliore est l'univers cyclique[48\ dans lequel le Big Bang cor- 
respond a la collision des branes visible et cachee. Les branes sont supposees 
pouvoir passer l'une a travers l'autre et ensuite revenir pour une nouvelle 
collision et ainsi de suite. A la fin de chaque cycle, avant la collision, il y a 
une expansion generee par une constante cosmologique qui prepare les con- 
ditions pour un nouveau cycle. D'une certaine maniere ce scenario fait appel 
lui aussi a l'inflation. 

La collision des branes dans les modeles de l'univers ekpyrotic et cyclique 
a lieu a couplage faible, neanmoins le mecanisme n'est pas encore compris et 
reste speculatif. 

5.2 Orbifolds Lorentziens 

Les orbifolds dependants du temps permettent de modeliser en theorie 
des cordes la singularity du Big Bang. Par exemple les modeles ekpyrotic et 
cyclic utilisent des orbifolds dependants du temps de la theorie M. 

La theorie des cordes est caracterisee par deux developpements perturba- 
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tives 



• le developpement en puissances du couplage gs = e < * > , comme en theorie 

des champs 

• le developpement en a' qui est typique aux cordes et dispparait dans la 

limite Is = (27ra / ) -1 / 2 — > 0, ou Is est la longueur des cordes 

Les termes d'ordre superieur en a' deviennent importants lorsque la cour- 
bure de l'espace-temps devient importante, comme dans la region de la sin- 
gularity du Big Bang. Les orbifolds representent des solutions exactes en a' . 
Les singularites des orbifolds euclidiens (les points fixes) sont "resolues" en 
theorie des cordes, dans le sens que la propagation des cordes est bien definie 
et les cordes voient une geometrie reguliere. On pourrait esperer qu'il soit de 
meme pour les singularites des orbifolds lorentziens, mais ces modeles sont 
plus compliques et encore mal compris. 

L'exemple de plus simple d'orbifold lorentzien est le quotient de l'espace 
de Minkowski E 1 ' 1 : ds 2 = —dT 2 + dX 2 , par le groupe Z, engendre par le 
boost : 



ou X ± = ^(T ± X) sont les coordonnees du cone de lumiere. 

• Les regions avec X + X~ > decrivent un espace de Milne. Avec le 
changement des coordonnees X ± = -^e, ±Xx la metrique se reecrit : ds 2 = 
—dr 2 + \ 2 r 2 dx 2 , avec x = x + 2n. L'espace de Milne presente une singularity 
de type espace a r = et la metrique depend du temps. 

• Les regions X + X~ < decrivent des espaces de Rindler avec la metrique 
ds 2 = —X 2 x 2 dr 2 + dx 2 , avec r = t + 2tt. Ces regions contiennent des courbes 
fermees du genre temps. 

La fonction de partition pour l'orbifold lorentzien est donnee par : 



ou J2T=-oo9 k es t l e projecteur dans les etats invariants sous les boosts. Le 
spectre perturbatif de cet orbifold a ete trouve en [58j. 

En un argument de relativite generate a ete expose pour montrer que 
les orbifolds dependants du temps sont instables : l'addition d'une particule 
causerait l'effondrement de tout l'espace-temps dans une singularite. Une 



X ± 




(5.9) 




(5.10) 
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particule localisee dans l'orbifold correspond a une infinite des particules 
dans l'espace de Minkowski reliees par des boosts. L'interaction entre les 
images des particules peut creer un trou noir si le parametre d'impact, b, 
est plus petit que le rayon de Schwarzchild associe a l'energie du centre de 
masse, E, de la particule et son ra-ieme image : 

GE > b D ~ 3 , (5.11) 

avec G la constante de Newton. Pour l'orbifold de l'espace de Minkowski bi- 
dimensionnel par un boost, l'energie du centre de masse de la particule et son 
n-ieme image croit comme E ~ (cosh(27rAn)) 1 / 2 , et le parametre d'impact est 
independant de n. La condition pour la formation d'un trou noir est satisfaite 
et pour n grand le rayon de Schwarzchild est arbitrairement grande et occupe 
tout l'espace. 

In [Hlj des amplitudes de diffusion des cordes 2 — > 2 au niveau des arbres 
ont ete calculees dans un espace-temps de Milne et il a ete montre que ces 
amplitudes presentent des divergences associees a l'echange du graviton pres 
de la singularity cosmologique. Ces divergences peuvent etre evitees par un 
ajustement fin des conditions initiales. 

Le spectre des cordes dans l'espace-temps de Milne a ete obtenu en [58j. 

5.3 Solutions cosmologiques des cordes nonsuper- 
symetriques 

Les cordes nonsupersymetriques presentent un interet particulier pour 
la cosmologie, car l'espace de Minkowski n'est plus une solution du vide et 
on peut obtenir des solutions dependantes du temps, done, une evolution 
cosmologique. En (HO) nous avons trouve des solutions dependantes du temps 
pour un modele generique d'orientifold de la theorie IIB, qui contient des 
D8- branes et 08 - planes. Les branes sont placees, comme sur la figure 
15. 1[ a l'origine, y = 0, et en y = irR, ou y est une coordonnee compacte, 
y = y + 2nR, orthogonale aux branes, et avec la symetrie y ~ —y. 

La somme des tensions (charges R-R) des objets localises en y = est 
notee T ( q ) et Ti(qi) pour les objets en y = nR. La condition d'annulation 
des tadpoles impose q + q\ = 0, en revanche la somme des tensions peut etre 
non nulle. Comme la supersymetrie est brisee nous incluons une constante 
cosmologique dans le bulk, Ai. Ce type de configuration peut etre obtenue, 
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T „' 1 „ T 1'<I 1 

Fig. 5.1 - Configuration des branes 



par exemple, dans le modele expose a la fin de la section I3.2.2[ apres une 
T-dualite. 

L'action effective est donnee par : 



S 



1 

2^2 



e- 2 *{R + 4(d$y 



1 Y 2 
2 x 10! 10 



2k 2 Ai 



- / d 9 x(T ^=7 e"* + g A 9 ) - [ rf 9 x(T lv ^ e"* + qi A 9 ), 

(5.12) 

ou Ag est la 9-forme de R-R qui couple aux D8 - branes et 08 - planes, 7 la 
metrique induite et k 2 = 1/M§, avec Ms l'echelle des cordes. Les equations 
classiques n'admettent pas de solution avec la symetrie 5*0(9) [HZ|- Nous avons 
cherche des solutions avec la plus grande symetrie possible, c'est a dire 5*0(8). 
Les solutions dependent de la coordonnee compacte y et d'une autre coor- 
donnee qui peut etre le temps ou une autre coordonnee d'espace. Nous nous 
interessons ici a une des solutions dependantes du temps qui presente une 
relation interessante avec une solution supersymetrique. La forme generale 
d'une solution dependante du temps est : 



ds 2 



jA(t,y) 



1 + 



S^dx^dx" + e 2B ^ y \-dt 2 + dy 2 ) 



f(t,y)e w , $ = $(t,y) 



(5.13) 



ou eio est la forme de volume en 10 dimensions et k = —1, 0, 1 correspond a 
un 8-hyperboloid, l'espace plat a 8 dimensions et la 8-sphere pour la metrique 
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8-dimensionelle a t et y fixes. La 9-forme n'est pas dynamique et peut etre 
absorbee dans la constante cosmologique : 

/ = -g K 2 e™ /2 e{y) , (5.14) 

avec e(y) une fonction impaire periodique de 2irR et e(y) = 1 pour y G [0, ttR]. 
On definit dans la suite la constante cosmologique effective : 



A, 



Ai + q \ 2 

4 



Deux conditions necessaires pour avoir des solutions sont 



,Ai 



A x 



K 



(5.15) 



;5.i6) 



Pour A e > les solutions des equations d'Einstein et du dilaton sont donnees, 
dans le repere d'Einstein, par : 



ds 2 



G + ^(^e xt sh(X\y\+uj) 
A 



S^dx^dx" + e 2Xt (-dt 2 + dy 2 



(5.17) 



G + ^(^e xt sh(\\y\+cu) 
A 



(5.18) 



ou les parametres a; et A sont relies aux tensions, a la charge et a la constante 
cosmologique : 



ch(u) = -T «;/(2VA e ) , ch(ir\R + u) = T 1 k/(2^A £ ) , 



(5.19) 



et G est une constante d'integration, choisie positive, pour eviter les singu- 
larites. 

Par le changement des coordonnees : 



T = \ e xt ch(Xy + u) , X = - e xt sh(Xy + ou) , 
A A 

on obtient une metrique independante du temps : 



(5.20) 



ds 2 



G + 3k\/ A e X 



S^dafdx" - dT 2 + dX z 



(5.21) 
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valable pour y > 0. Cette solution a la meme forme que la solution su- 
persymetrique de Polchinski-Witten [H2|- Comme on le verra dans la suite 
la dependance dans le temps de notre solution initiale est reportee dans le 
nouveau repere sur les frontieres. 

Dans ce nouveau systeme de coordonnees la symetrie Z2 devient une 
parite, IIx, dans la coordonnee X, multipliee avec un boost de parametre 2u, 
K 2u} . La parite initiale sur la surface d'univers , Q' = Q ■ H y , devient Q" = 
Q Tlx K%j. On peut verifier facilement que Q" 2 = 1 car Tlx Kg = K^q Tlx- Par 
consequent n" 2 = {tt U x K 2u) ) (Q U x K 2ui ) = (Q U x K 2uJ ) {K„ 2u) U x Q) = 
1. 

L'identification sur la cercle y = y + 2nR se traduit dans les coordonnees 
(T, X) par un boost, K 27T \ avec la vitesse v = th{2n\R) determinee par les 
tensions, la charge et la constante cosmologique : 



T\ / ch(2ir\R) sh{2n\R) \ f T 

X J ^ \ sh(2ir\R) ch(2irXR) J \ X 

Les points fixes dans l'espace (T, X) sont donnes par : 



(5.22) 



SI' : X = thu T , 
Q! g : X = th(7v\R + u) T . (5.23) 

Les branes et orientifolds situes a l'origine se deplacent avec la vitesse 

v = thuj, (5.24) 

dans le fond statique (|5.21|) . alors que les objets en y = nR ont une vitesse 

vi = th (ttXR + u) . (5.25) 

Les conditions aux bords ()5.19|) se reecrivent sous la forme : 

T yJl-vZ + T iy Jl-vl = , (5.26) 

qui represente une condition d'annulation des tadpoles de NS "boostee". 
L'espace-temps obtenu est presente dans la figure l5~2l 
L'espace-temps est contenu entre les deux frontieres en mouvement. A 

T = il y a une singularity de type Big Bang et l'approche de theorie effective 
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>gique(l) 



X 



solution T — — x (2) 

Fig. 5.2 - Solution cosmologique 

n'est plus valable. Nous avons represents egalement la solution T — > —T. 
En supposant que les corrections des cordes permettraient une transition 
continue entre les deux solutions on obtient un univers du type pre-Big Bang. 

II est interessant d'etudier la metrique pergue par un observateur sur 
les branes. La metrique induite a 1'origine est completement plate et un 
observateur situe sur les branes en X = ne verrait pas la singularity a 
T = 0. Sur l'autre frontiere l'obervateur pergoit un univers en expansion 
avec une singularity dans la passe : 




ds 2 



G + 3«VA e T 



8^dx fl dx u - dT 2 + dX 1 



(5.27) 



avec T = th{jt\K)T . La singularity a T = — Go/3k\/A7 est une illusion, car 
la metrique perd sont validite a T = 0. 



En [63j cette solution a ete compactifiee a 4 dimensions. Nous avons 
choisi le cas u — 0, c'est a dire A x = 0, ce qui est effectivement le cas dans le 
modele discute a la fin de la section 13.2.21 dans la limite ou la distance entre 
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les orientifolds est tres grande. Dans ce cas les points fixes sont donnes par : 



Q' : X = , Q! g : X = th(n\R) T 



(5.28) 



Les branes et orientifolds situes a l'origine sont en repos, alors que les objets 
localises en y = nR se deplacent avec la vitesse V\ = th(7r\R). Les conditions 
aux bords (j5.19|) se reecrivent : 



T = q , T 1 \l-v{ = qi 



(5.29) 



et la condition ()5.26|) est alors equivalente a la condition d'annulation des 
charges de R-R. 

Nous considerons que les branes placees en y = nR contiennent des 
champs de jauges, F : 



S = - [ d 9 x V=t[ e~*{T x + \trF 2 ) + qi Ac 

Jy=irR 9 



(5.30) 



avec 1/g 2 ~ M| relie au couplage de Yang-Mills 9d. 

La metrique initiale dans la repere d'Einstein et le dilaton sont donnes 
par : 



5 liu dx^dx u + e 2M (-dt 2 + dy 



et la metrique se reecrit dans le repere des cordes : 



ds 2 



G + *^\X\ 



S^dx^dx" + e 2M (-dt 2 + dy 



(5.31) 



(5.32) 



Nous considerons que cinq dimensions paralleles aux branes et orientifolds 
sont compactifiees sur un tore. On obtient des D3 - branes et 03 - planes qui 
se propagent dans un espace-temps cinq-dimensionnel. Les coordonnees sont 
indexees par M — (a, m), ou a = • • • 4 sont les coordonnees noncompactes 
plus la coordonnee X et m = 5 • • • 9 sont les cinq coordonnees paralleles aux 
D8 - branes et 08 - planes. 
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La compactification de 10 a 5 dimensions implique : 

O (io) _ yh (io) _ (5) 



(5.33) 



ou V5 = f5exp(5a) est le volume du tore interne cinq-dimensionnel avec 
i>5 = le parametre constant de volume et a est donnee par : 



<^5> 



,5<cr> 



^5 



_, _ 5 



(5.34) 



La metrique 5d prend la forme suivante, dans le repere des cordes : 



dsl 



G + ^\X\ 



S tiV dx"dx v - dXl + dX z 



(5.35) 



Dans le repere d'Einstein la metrique et le volume 5d sont donnes par : 



<Ve,5> = ^5 



_, _5_ 

24 



(5.36) 



b ilv dx t "dx v - dXl + dX 2 



(5.37) 



Cette metrique est une solution classique du lagrangien : 



- i/"™k->» 2 -f(*» 2 -2^ 



e"-+— Fi 



d x 



x=o 



-7 T e * 3 + g A 4 



d 4 x 



X=v x T 



-7 (Ti eT~ + ^ e 4+ 5CT trF 2 + q x A A 

g 2 



(5.38) 



ou a = a — $/4, (l//c§) = 1*5 M® et T 0j i ( g ,i ) denotent maintenant les 
tensions et charges des D3 - branes. 

Si au cours de revolution temporelle l'espace interne 5d devient plus petit 
que l'echelle des cordes il faut effectuer des T-dualites le long des coordonnees 
du tore 5d. Apres les T-dualites le volume 5d devient V$ = l/iV^Mg ) et le 
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couplage des cordes est exp($') = exp($)/(V 5 Mg). Le lagrangien 5d qui 
decrit la solution apres les T-dualites est donne par : 



2kz 



2 V ; 3 V ; 2x5! 



F 2 



d A x 



x=o 



d x 



X=V!T 



-7 T e 



-7 (Ti e 



+ go A 4 



2()g 

3 



■f ^|e-*trF 2 ) + qi A 4 



9 



(5.39) 



En definissant le temps propre, dans le repere des cordes, sur la brane 
avec vitesse constante X = v{F par : 



5^i | g 1 « 2 

on obtient un univers en contraction : 

5vi\q \K 2 



(5.40) 



ds\ 



, hvi\qo\K 2 



= t) ^d^dx^dx" - dr 2 



T 



5fi | g 1 k 2 



v 2 



avec un couplage de Yang-Mills independant du temps : 

1 



9ym 



(R C M S 



v 5 



(5.41) 



(5.42) 



M s l il 



ou V5 denote le volume 5d en unites de l'echelle des cordes. Si r, 
faut effectuer des T-dualites le long du tore 5d. La solution T-duale decrit un 
univers en expansion. Le couplage des cordes et d'ordre un, exp (<£>') = l/v 5 , 
et il determine egalement le couplage de Yang-Mills \jg\ M ~ exp(— $'). 
Dans le repere d'Einstein l'univers apparait en expansion : 

. 5-Ui|g |fi; 2 



ds A 



TE) h b t i V dx ii dx v — dr E 



(5.43) 



Ceci decrit un univers FRW avec une equation d'etat et le parametre de 
Hubble 2 : 

17 TT a 1 , . 

p = — p , H = - = . 5.44 



a 



10t e 



2 Ce resultat ne contredit pas la cosmologie 4d, car, en fait, il est obtenu a partir de la 
metrique 5d Hfi.371) induite sur les branes. 
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L'evolution cosmologique conduit a un univers avec trois dimensions spa- 
tiales larges, une dimension X de l'ordre du mm et cinq dimensions com- 
pactes tres petites et avec un evolution cosmologique tres lente. Le couplage 
des cordes est de l'ordre de 1CT 15 et l'echelle des cordes vaut Ms ~ 10 7 GeV. 

En |H3] nous avons etudie la stabilisation de la coordonnee noncompacte 
X, appelee y dans la suite, pour le lagrangien (|5.39j) . Dans ce but nous avons 
rajoute des potentiels sur les frontieres : 



S v = - d 4 xV=7 V (a, $) - / rf 4 xv^7 V\ (cr, $) 
Jy=o Jy=y\ 

Ces potentiels peuvent etre generes par des effets nonperturbatifs. Par 
exemple, en prenant en compte l'anomalie de Weyl a une boucle, qui inter- 
vient lors de la transformation de Weyl qui effectue le passage entre le repere 
des cordes et celui d'Einstein, on obtient, apres la condensation des jauginos, 
des potentiels de la forme : 

20er 

V = a e 3 , avec a « 1 (5.45) 

Nous deffinisons les potentiels complets qui incluent ceux deja existants 
en (ESI) : 

Ktot = Vi{4> a ) + Tj e" 2 ^ (5.46) 
et nous cherchons des solution de la forme : 



dsl = e 2A ^ ^dx^dx" + e 2B ^ dy 2 , 
^5 = f(y) e 5 , a = a{y) , $ = % = const. 



La solution obtenue : 



dsl = ^ zlyl rj^dx^dx" + ef zM+ f c ° dy 2 (5.47) 



est, en fait, equivalente, apres un changement des coordonnees a ()5.37|) . On 
trouve egalement les conditions locales suivantes pour les potentiels : 



dV iitot ^ ^ dV s 



<V ijtot > = <V SUS Y>\y= yi , < 1 ^> = < :1 li^ I > 



\y=Vi 



ou (f> a = a, $ et Vsusy = Qi exp(— 20cx/3) est le potentiel supersymetrique(BPS 
Tj = q,i). Ces conditions imposent que les sources, pour les champs du bulk, 
donnees par les branes non BPS, soient les memes que pour les branes BPS. 
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Nous avons etudie deux examples pour lesquels V Q = & V\ = a,\ e^ icr + 

(i) a 2 = 0. Dans ce cas les conditons aux bords impliquent 

A = -y et ati = |g Q | - Ti < 

~ 20 „ 20 _ 20 _ 

Vi.tot = T ie -- CT + cue"-" = 9l e"- CT 

On retrouve done le potentiel supersymetrique et la coordonnee y n'est pas 
stabilisee. 

(ii) (5\ — y , /?2 = 0. Les conditions aux bords determinent les parametres 
du potentiel : 

40 / 

cut < e~ a > \y=yi — T\ — |go| > and a 2 = — 2yo!i(T 1 — |g |) < 
En tenant compte du fait que ai <§C 1, la premiere condition implique 

40 

< e 3 CT >, e'est a dire que le volume de l'espace compact est tres grand, ce 
qui permet de realiser effectivement les hierachies decrites en [63j. On obtient 
egalement une condition pour y\ : 

20zyi 40Cg T\ — q\ 

e 3 + 3 = >> 1 

Le potentiel total s'ecrit : 

K,tot = [VTi - \qo\e-^ a - Vo~ie^y + qi e~f CT 

et en integrant sur la coordonnee y on obtient un potentiel quadri-dimensionnel 
positivement defini, comme dans les theories de supergravite sans echelle |HE] : 

V4= WTi - \qo\ ~ v^ef CT ) 2 

Le dilaton peut etre stabilise par la suite en ajoutant des flux de R-R et 
NS-NS[66j[Sj. En [M] nous avons montre qu'il existe egalement des solutions 
de Sitter dans le voisinage des solutions Minkowski. 

Une fois que le potentiel nonperturbatif apparait revolution temporelle 
s'arrete realisant les hierarchies en [63j et tout en permettant que y soit stabil- 
ise a une valeur assez petite pour ne pas creer des problemes phenomenologiques 
comme la deviation de la loi de Newton. Nous avons egalement construit en 
[64| des modeles chiraux en 6 et 4 dimensions, en utilisant des orbifolds Z 2 et 
Z 2 x Z 2 , pour lesquels tout les considerations de cette section s'appliquent. 
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5.4 Conclusion 



Les theories des cordes avec brisure de supersymetrie sont un cadre na- 
turel pour l'etude de la cosmologie. Nous avons construit des orbifolds non- 
tachyoniques de la theorie des cordes avec brisure de supersymetrie a la 
Scherk-Schwarz en dimension 8, 6 et 4. Les modeles en dimension 6 et 4 con- 
tiennent des fermions chiraux. Les theories effectives de ces modeles generent 
des solutions dependantes du temps qui s'interpretent comme des frontieres 
en mouvement dans un espace-temps statique soumis a une identification 
par un boost. Ces solutions peuvent etre compactifiees a 4 dimensions et 
generent des couplages de jauge independants du temps, au niveau des ar- 
bres, sur les D 3 - branes, qui sont les frontieres. L'anomalie de Weyl a une 
boucle induit une dependance logarithmique dans le temps de ces couplages 
et apres un temps exponentiellement long le systeme entre dans un regime 
non-perturbatif qui invalide notre solution. Ce temps tres long qui s'ecoule av- 
nat le regime non-perturbatif permet une evolution cosmologique qui genere 
des hierarchies entre l'echelle des cordes et la masse de Planck. 

Nous avons etudie le probleme de stabilisation des modules. Dans ce but 
nous avons ajoute des potentiels sur les branes et nous avons trouve que pour 
stabiliser les modules internes ces potentiels doivent reproduire sur les fron- 
tieres les memes sources que dans le cas supersymetrique. Apres stabilisation 
la solution classique devient la meme que dans le cas non-supersymetrique. 
Cette procedure ne stabilise pas le dilaton, qui peut etre stabilise, par la 
suite, en ajoutant des flux de R-R et NS-NS. Dans le cas des potentiels non- 
perturbatifs, induits par condensation de jauginos, on obtient un potentiel 
defini positif, comme dans les theories de supergravite sans echelle. 

Un des resultats principaux du travail effectue pendant cette these a ete 
de trouver les solutions du vide pour des modeles de cordes avec brisure de su- 
persymetrie et tadpoles de NS, car dans ces cas l'espace-temps de Minkowski 
n'est plus une solution. Comme certaines de ces solutions presentent une 
dependance dans le temps, elles s'averent utiles pour etudier des problemes 
lies a la cosmologie. Neanmoins ces solutions sont encore loin des modeles 
cosmologiques realistes et des questions comme leur stabilite quantique et 
la quantification des cordes dans ces fonds restent a etudier. D'autre part 
nous avons montre qu'on peut construire des modeles de cordes avec des 
caracteristiques realistes, brisure de supersymetrie, absence des tachyons et 
presence des fermions chiraux en 4d, mais on est encore loin de la realisation 
du Modele Standard comme limite de basse energie de la theorie des cordes. 
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